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1.4 素数序列 3 


(1.2.1) 式中的素数不一定是互不相同的,也不一定非要按照某个特定的次序排 
I . 如果把它们按照递增的顺序排列，把相同的素数合写成单一的因子,并适当改 
:记号,就得到 

n = pVl^ a ■Pk" (ai>0,O3>0，."，pj<p2 <•••). (1.2.2) 

: n 被表示成了标准型 (standard form ). 

1.3 算术基本定理的表述 

在定理1的证明中没有证明 (1.2.2) 式是 n 的唯一表示,换句话说，除了因子 
•以重新排列外， (1.2.1) 式是唯一的.然而考虑几个特殊情形可以立即看出这是正 


定理 2( 算术基本 定理） n 的标准型是味一的.也就是说，除了 K 子可以重新 
I 列以外， n 只能用唯一一种方式表示成素教的乘相 • 

定理2是算术理论体系的基础，但本章不会用到它，关于它的证明将在 2 .10节 
r 出.但是，证明它是下面较为简单的定理的一个推论还是很方便的_ 

定理 3(Euclid 第一 定理）如果 p 是索數，且 p|o6, 那么或者 p|&. 

眼下先将此定理视为己经成立，由它来推导出定理 2. 这样一来，定理2的证 
I嫌简仆 .先证 明奋理 3. 而宙理3的证明在 2.10 节中给出. 



1.4 素数序列 






































6 第 1 幸素数⑴ 


⑶有没有这样一个法則存在,使得对于任何给定的素数 p, 都可以得到一个更 
大的素數《/? 

当然这个问題预先假设了素数个数无穷（即定理 4). 如果已知有一个简单的 

函数 /(n), 它能对所有的整数值 n 均取素数值，那么这个问题就可以给出肯定的 

回答.除了已经提到的那种没什么意思的奇特的小玩意而外，并不知道有这样的函 
数存在.关于这种函数的形式，仅有的合乎情理的猜想是由 Fermat 给出的 ,® 然而 
Fermat 的猜想是错误的. 

下一个问 題是： 

(4) 小于一个给定的數： c 的素數有多少个？ 

这个问题是一个有用得多的问题,不过需要加以仔细的解释.像通常那样，假 
设我们定义 7T(aO 是不超过 z 的素数个数,于是有 TT(l) = 0, tt (2) = 1, tt (20) = 8.如 
果 p„ 表示第 n 个素数，那么就有 yr(p n ) = n, 从而冗⑻(作为 a: 的函数)和 p„ (作为 
n 的函数）是一对反函数.为寻求 ttOt ) 的任何形式简单的精确公式,实际上就是重 
复提出问题 （1J. 

这样一来,我们必须换一种方式来解释这个问题.我们要问“大约有多少个素 
数•.…％究竞是大多数的数都是素数呢，还是只有一小部分数是素数呢？是否存 
在一个简单的函数 f( x ), 它是 7r(aO 的“一个好的度童”呢？ 

1.8 节以及第22章将回答这些问题. 


1.6 若干记号 


我们将经常使用符号 

O, o, (1.6.1) 

偶尔会使用符号 

- x. (1.6.2) 

这些符号定义如下. 

设 n 是一个趋向于无穷的整数变量，: r 是一个趋向于无穷或趋向于零或趋向 
于某个另外的极限值的连续变量. +) 和 #r) 是《和 o: 的正值函数， /(n) 和/㈤ 
是 n 和 z 的任何其他的函数.那么 
(0/ = 0(句表示® 

1/1 < M, 

其中4与 n 或者0：无关（对问题中涉及的 n 或者 a: 的所有的值而 言)； 

(U)/ = 0 ⑷表示//卜0; 

(迅)/~於表示//卜1. 

于是当; r —oo 时有 






还有另外一个术语在此定义比较 方便. 假设尸是正整数的一个可能具有的性 
质，而 P(ar) 是小于的数中有此性质的数的 个数. 如果当 ：r — oo 时有 
P ⑻〜 *， 

也就是说，如果小于 z 的数中不具有此性质的数的个数是 oOr)， 那么就说几乎所有 
的数 (almost all numbers) 都具有这个 性质. 于是，将有®咖）=。⑷，从而几乎所有 
的数都是 合数. 












168, 78 498, 50 847 478; 

而! ^的值（取离它最接近的整数）分别是 

145, 72 382, 48 254 942. 

它们对应的比值分别是 

1.159..., 1.084 …， 1.053- -. 

尽管这些比值并不是非常快地逼近1,但这些数值给出了某种近似.实际值多于估 
计值,可用一般理论给出解释. 


如果 


= lnz-lnln®, 
ix = o(lns), 


于是! ^的反函数渐近于 xlnx. 

由此可以推知，定理6等价于 
定理8 p n ~ nlnn . 

类似地，定理7等价于 
定理9 p n xnlnn . 

第664 999个素数是10 006 721,读者可以将这些数字与定理8进行比较. 
我们把要讲的有关素数及其分布的内容安排在第1章、第2章以及第22章 
这三章里.本章作为导引，除了定义和初步的说明之外,几乎没有什么 内容. 除了较 
容易证明的定理 1( 但它也很重要）以外，我们没有证明其他什么结论•第2章要证 
明得更多一些：特别是 Euclid 的定理3和定理 4 .其中定理3可以推导出被称为 
“基本 定理” 的定理 2( 见 1.3 节),我们以后几乎所有的工作都依赖于这个基本定理， 
2.10 节和 2.11 节将对它给出两个证明 . 2.1 节、 2.4 节和 2.6 节要用几种方法来证 
明定理4,其中有的方法可以使这个定理略加扩展.第 2 2章将再次回到素数分布理 
论，并尽可能地用初等方法展开这个理论，在我们要讨论的结果中，包含证明定理 
7,最后还要证明定理 6. 
















la VaU 4 e Poussin 在 1896 年证明的.见 Ingham 的书，4>5; Landau , Handbnch , 3-55; 以及本 
书第22章，特别是 22.14 节至 22.16 节的附记. 

JI ⑷的-个更好的近似值由“对败积分” 



给出.例如，对于 : E = 10®, 1*(1) 和 x /\ ax 相差大于2 500 000,而 n ⑻与 Li ® 仅相差大约 
1 700. 



Euclid 第二定理的第一个证明 


4给出的证明如下. 

设2,3,5, • • • ,p 是不大于 p 的所有素数组成的集合，并令 

9 = 2x3x5x ••• xp + 1, (2.1.1) 

则 <7不能被2,3,5,…， p 中任何一个数整除.于是 9 要么是一个素数，要么可以被 
介于 P 和 <7之间的某个素数 整除. 无论哪一种情形都会有一个大于 p 的素数存在， 
这就证明了该定理. 

该定理等价于 

ir(x) -»oo. (2.1.2) 

2.2 Euclid 方法的更进一步的推论 

如果 P 是第 n 个素数 p„, «的定义与 (2.1.1) 式中的相同，那么显然,对 n > 1® 有 
9<PS + 1, 

从而有 

Pn+i < 成 + 1. 

这个不等式使我们能对 p„ 的增长速率给出一个上限，并对 <*) 的增长速率给出 
-个下限. 

然而,我们可以得到如下更好的界限.假设对《 = 1,2,…，有 

Pn < 2 2 ", (2.2.1) 

那么 Euclid 方法就给出 

PN+1 <PiP7-PN + l< 2 2+4+ "+ 2 ~ + 1 < 2 2N+1 . (2.2.2) 

由于 (2.2.1) 对 n = 1为真，从而它对所有 n 也为真. 

现在假设 n 彡4,且 

那么就有® 

e"- 1 > 2», 广 1 >2 2 ”. 

于是，根据 (2.2.1) 式就有 

w(*) > wf *) > ^(Z 2 ") > n. 

① 当 n = l,p = 2, 9 = 3 时,左右两式相等. 

② 它对 n = 3并不蚊 


某种算术级数中的素数 
















p n +i<F n =2 y ' + 1, 

显然，由这个不等式[它比 (2.2.1) 式要稍强一点]可以导出定理10的一个证明. 

2.5 Fermat 数和 Mersenne 数 


前4个 Fermat 数都是素数, Fermat 曾猜想所有的 Fermat 数都是素数.然而， 
Eulei ■在1732年发现 

F 5 = 2 2# + 1 = 641 x 6 700 417 

是合数.因为641 =5 4 + 2 4 = 5 x 2 7 +1 既整除5 4 x 2 28 + 2 32 又整除5 4 x 2 28 - 1， 
从而它也整除这两个数的差丹. 

1880年 Landry 证明了 

F 6 = 2 2 ® + 1 = 274 177 x 67 280 421 310 721. 

最近有数学工作者证明了对于 

7 < n < 16， n = 18,19,21,23,36,38,39,55,63,73 
以及 n 的许多更大的值，凡都是合数 .F 14 尚无己知的因子,而对于所有其余已证 
明了是合数的 Fermat 数都有一个因子是已知的. 

在 F 4 之后没有发现过取素数值的，于是 Fermat 猜想一直未能被证明是一 
个成功的猜想.很有可能取素数值的的个数是有限的. ® 如果亊实确实如此，那 
么取素数值的 2" + 1就是有限的，这是因为容易证明下面的定理. 

定理17 如果 o ^ 2 JL a n + 1是素数，那么 a 必为僞教且 n = 2 m . 

因为如果 a 是奇数的话， a" + 1就是偶数.又如果 n 有一个奇数因子 it, 且 
n = kl , 那么+ 1可以被V + 1 整除： 

将 Fermat 猜想和另一个著名猜想的命运加以比较是很有意思的，这个猜想说 
的是形如2” - 1的素数.我们首先给出另一个与定理17几乎同一类型的平凡定理. 
定理18 如果 n>l 且 t» n -l 是素數，那么 a = 2 且 n 为素数 • 


①这是由概率的考虑提供的结果.«设定理7成立，可以粗略地讨论 如下： 一个数 n 为素数的概率 
至多是 














定理 19 级教 


= • (2 . 6 . 2 ) 

是发 散的. . 

如果该级数收敛,可以选取 j 使得第 j 项以后的余项小于也就是说 


满足 Mx 且能被 p 整除的数 n 的个数至多为 a:/ P . 因此 x-N(x)(^&m& n^x 
且能被 Pj+ i,P J+ 2,- - 中一个或多个数整除的数 n 的个数）不多于 


于是,根据 (2.6.1) 式就有 

i* < iV(*) < * < 2« +2 , 

这对 a: > 2=« +2 是错误的.从而该级数发散. 

定理20 p n < 4". 

取 Pj+i > x, JV(ar) = 3：•从而 

a:= 释 )< 2 w (*>>/5, 2*(*) ^ >/x, 

取对数就得到定理 20 的第一 部分. 如果令 x= Pn ，则有 7^) = n , 定理第二部分 
结论立即得出. 

根据定理20有 tt (10 9 ) ^ 15,这仍然是一个远低于实际结果的数 • 


2.7 关于素数公式的进一步结果 

暂时回到 1.5 节中提出的 问题. 可以寻求各种意义下的“素数公式”. 

⑴可以寻找一个简单函数 /(«), 使它取所有的素教值且仅取索教值 • 也就是 
说，当 n 取值为1，2,…时，该函数连续取素数值 P1 ,P2, …•这是I. 5 节中讨论过 



















2.9 整数模 19 


:.如果 6 2 -4oc = A 2 , 那么 

4aiV = (2on + 6) 2 -Jfe 2 . 

一来，如果 TV 是素数,那么要么 2an + b+k , 要么 2<m + & - fc 整除机 if 
n 的至多有限多个值为真.因此猜想中所说的限制条件是至关重要的. 
n 2 和 (n + 1) 2 之间总有素数存在 • 

如果 n > 4是偶教，那么 n 是2个奇索教之和. 















余数，且 


则有且 0< c<d. 既然是5中的最小正数，故有 c = 0 以及 n = zd. 于是 



定义两个不全为零的整数 a 和6的最大公约教 (highest common divisor)d: 如 
果 d 是能同时整除 a 和 fe 的最大正整数.记为 
d = (a,b). 

于是有 (0,o) = |o|. 可以用同样的方法定义任意一组正整数 a, 6, c,•••,*: 的最大公 
约数 

(a,b,c, - - ,k). 

对整数 *,!/, 形如 

的数组成的集合是一个模，根据定理23,它 i 某个正数 c 的倍数 zc 组成的集合.由 
于 c 整除中的每一个数，所以它必整除 a 和6,于是 

另一方面， 

d|a, d|6 -* d|(io + yb), 

所以 d 整除 S 中的每一个数,特别有 d 整除 c. 由此推得 
c = d, 

于是 S 就是由 d 的倍数组成的集合 • 


显然我们还附带证明了 







定理 26 a 和 b 的任何公约數都整除 d. 


2.10 算术基本定理的证明 

现在可以来证明 Euclid 的定理3,从而也就可以证明定理2 了. 

假设 P 是素数且 p |ofc. 如果 p / a, 那么 (a,„) = l, 于是根据定理24知，存在 
― t" x 和一个 y 使: m + yp = 1，也就是 

xab + ypb = b. 

但是 p|a& 且 p\pb, 故有 p|6. 

实际上同样的讨论可以证明 

定理27 (a,b)=d, c>0~* (ac,bc) = dc. 

因为存在 _ 个; r 和一个 y 使有 xa + yb = d , 也就是 
xac + ybc = dc, 

从而就有 (ac,bc)\dc. 反过来，我们有 d|a dc\ac 以及 d|6 - dc\bc, 故由定理26有 
dc|(ac,6c), 从而 i (ac,bc) = dc. 

2.11 基本定理的另一个证明 

称能以多于一种方式分解成素数乘积的数为非正规数 (abnormal) •设 n 是最小 
的非正 规数. 同一个素数户不可能在 n 的两个不同的因子分解中出现，因为如果 
不然， n/P 就是一个非正规数，且 n/P < n. 那样就有 
n = P1P2P3 ■■■ , 

其中 P 和 <7都是素数,且没有一个 p 等于某个 <7,也没有—个9等于任何一个 P. 

不妨令 Pl 是最小的 P •由于 n 是合数，故 pf < n. 类似地，如果 91 是最小的 
q, 则有 g? 彡 n. 又由于 Pl # 91 ，由此推出 p 池 < n. 因此，如果汉= n -p l9l ，贝 lj 
有0<汉<71，且 N 不是非正 规数. 现在有 pi|n, 于是 pi|AT. 类似地有 qi \N . 于是 
Pl 和奶两者都在 W 的唯一分解式中出现，且 (pigi)|iV. 由此推出 (pMn , 于是 
9i|(n/pi). 但是 n/pi 小于 n, 从而有唯一素数分解 P2P3 … . 由于 ft 不是任何一个 
P, 这是不可能的.于是不可能有任何非正规数，这正是基本定理的结论. 

本章附注 

2.2 节. Ingham 先生告诉我们,这里所用的方法属于 Bohr 和 Littlewood： j& Ingham, 2. 
2.3 节. 关于定理 11, 12 和 14, 见 Lucas, Th6orie des nombrvs, i (1891) 353-354; 关于 
定理 15, 见 Landau, Handbuch, 422-446 以及 Vorlesungen, i, 79-96. 
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3 y 数列和 Minkowski 定理 
H 数列的定义和最简单的性质 





3.3 定 g 28 和定 g 29的第一个狂明 25 


如果在中 ， fc > 1且纪紧典在 V * 的后面，则有/»+1 <纪< fc ，而 
h h h + 1 ^h' 
fc < 口 < 丁 < P 

从而 h/(k- 1)® 在 Sn 中就位于 V* 和 W/fc 之间,这是一对矛盾. 

3.2 两个特征性质的等价性 

现在来证明定理28和定理29分别蕴含另外一个 • 

(1) 定理28 «含定理 29. 

如果假设定理28成立，对/1〃和 ife" 来解方程 

kh" - hW = 1, Vh'-hTkf^h (3.2.1) 

则得到 

h ,, (kh , -hk , ) = h + h\ k ,, (kh , -hk') = k + k', 

这就得到 （3.1.3) 式 • 

(2) 定理29 tt 含定瑾 28. 

假设定理29成立，并假设定理28对 ff„_i 成立,要推出定理28对 ff„ 也成立. 
显然只要证 明：当 h"/kT 厲于 S n 但不厲于(即有 fc" = n) 时 (3.2.1) 式成立 • 
此时，根据定理31可知， fc 和 A' 两者都小于V，于是 V* 和 h./k. 备 dn-i 中相连 
的两项 • 

由于根据假设有 (3.1.3) 式为真，且 h"/W 是不可约的，于是就有 
h^W = Xh!\ k + k , = Xk'\ 

其中 A 是一个整数.既然 * 和 ifc' 两者都小于 A〃, A 必定等于 1. 从而 
h" = h + h', kr = k^-k：, 

kh" - hkT = kh' _说=1. 

类似地，有 

W - h!'kf = 1. 
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这里有 (r，a) = 1,这是因为 (h H t ^) = l. 

现在考虑所有分数 

B Hh + Xh 1 

K = ijrn^ (333) 

的集合其中 A 和 M 都是正整数，且 (A,/i) = 1. 于是 h"/k" 厲于 S. S 的每个分 
数都在 h/A 和 h'/kf 之间，且都是既约分数，这是因为丑和 A： 的任何公约数都能 


h!{nk + A*/) 一 + W) = /X. 

从而 S 的每个分数或迟或早都会出现在某个5,中，且显然首次出现的那个分数即 
是使得取最小值者，也即是使 A = l，/x = 1者.这个分数必为 h"/kT , 所以 

h" = h + h，，k ,, = k + k\ (3.3.4) 

如果用这些值来代替 (3.3.1) 式中的V和 fc", 则可得 r = s-l. 这就对^证 
明了定理 28. 对于的3个连续的分数来说， (3.3.4) 式一般来说并不为真，然而 
(如前面已经指出的）当中间那个分数在中第一次出现时，这些方程是成 立的. 




















3.6 基本格的某些简单性质 


(1) 现在来考虑由 

x 1 = ax + by, y 1 = cx + dy (3.6.1) 

定义的变换，其中 a,b,c,d 是给定的正的或者负的整数.显然, A 的每个点（: r，y) 都 
会变成 A 的另一个点 （W). 

对 a： 和 y 求解 (3.6.1) 式，得到 



A = ad — bc= ±1, (3.6.3) 

那么 a:' 和 y' 的任何一组整数值都给出： r 和 y 的一组整数值，且每个格点 
对应于—个格点 (x>y) . 此时， a 被变换成自己. 

反过来，如果 A 被变换成自己，每一个整数点 OrW) 必定给出一个整数点 
(x,y). 特别地，取 (W) 为 (1,0) 和 （0,1), 可以看出 


于是 


厶 K Ale, Ala, 

/^\(ad-bc), A 2 |A. 


变換 (3.6.1) 把 A 变成自己的充分必要条件是 △ = ^ 


称这样一个变换为幺模变换 (unimodular). 

(2) 现在假设 P 和 Q 是 A 的格点 （fl,c) 和 (6,d). 由 OP 和 OQ 所定义的平 



































(由于诸区域不相重叠) 






















既然要在下一个定理的证明中用到类似的思想,所以在这里将这个定理的证明 
从头到尾详尽地给出是恰如其分的.这个证明依照上面⑴的路线，实际上和 3.10 
节中的方法相同. 

直线 


定义了一个面积为 4n 2 5 的平行四边形II,有 A 的 （2n + l) a 个点 P 在II的内部 
或者在它的边界上.来考虑与这些点所对应的 (2n+l) a 个区域如果4是 | z| 
和 M 在 C 0 上的最大值,那么所有这些区域都在一个面积为 4(n + ^) 2 <y 的平行四 
边形II'的内部，该平行四边形以直线 


为其边界,且有 
于是，令 n —oo 就得到 


:= ±(n + i4), y = ±(n + A) 
(2n + l) a A<4(n + i4) 2 tf. 


我们还需要一个关于极限情形 △ = 的定理.假设 iio 是一个平行四边形，在此假 
设下我们所证明的结果对于第24章中的目的来说是足够的了. 

称两个点 （z,y) 和（X 7 ，〆） &关于 L 等价的 (equivalent with respect to L ), 如果 
它们在 i 的两个平行四边形中有相似的位置（因此，如果一个平行四边形被平行移 
动到与另一个平行四边形重合时,这两点就会重合).如果 L 基于 OP 和 OQ, 且 P 
和 <3是（: Cl,yi) 和 (*2,w ), 那么点和 (x 2 ,V2 ) 等价的条件就是 
x" - x = rxi + 8X2, y 1 -y = ryi + sy 2 . 


r 和 S 是整数. 








中的某个平行四边形的内部或者边界上，且在这个平行四边形中有一个区域 D， 它 
有正的面积 r/ 且在所有办的外部,又在 i 的每一个平行四边形中有一个对应的 
区域. 因此,在面积为 4(n + ^) 2 5 的平行四边形II'的内部，所有的办的面积不 
超过 

由此得出 

(2n + l) a « < 4(6 - ”)(n + A + 1) 2 . 

这样一来，令 《 — oo 就有 

6^S — ri. 

这是一对矛盾，由此就证明了定理 • 

最后要说明的是，所有这些定理都可以推广到任意维数的空间 中去. 比如说， 
如果 A 是三维空间中的基本点格，即形如 (x,y,z) 且坐标为整数的点的集合，是 
—个关于原点对称的凸区域，且其体积大于8,那么在丑中就存在 A 的异于0的 
点.在 n 维空间中8应代之以 2" •第24章还要继续讨论一下这个推广，但并不需 
要新的思想. 


















第 4 章无理数 
4.1 概 论 


如同在分析教科书中解释的那样，“无理数"的理论被划分在算术范围之外.数 
论首先是研究整数,接下来是研究有理数（它可以看成是整数之比)，然后才是特殊 
形式的无理数、实数或者复数，比如 

r + ay/2, r + sy/^§. 


其中 r •和 S 是有理数. 数论一 般并不研究全体无理数或者无理性的一般判别法(尽 
管这是一个我们并不很重视的限制). 



"(^#+63^:3 = 363^ 没有整数解”. 

对于涉及“无理性”的许多定理而言，同样也可以进行重新表述.比如说 

U V2 是无理数” （尸） 

的含义是 

“a 2 = 26 2 没有整数解”， (Q) 

这样它躭作为一个真正的算术定理出现了.我们用不着超出算术的正常范围就可 
以问： “力是无理数吗？ ”，而且也不必问“力有什么意义？ ”. 我们不需要对单个 
符号作任何解释，因为 （P) 的意义是作为一个整体定义的，且与（《3)的含义相 


本章将研究问题 

**x 是有理数还是无理数?”， 

这里 a: 是一个像 e 或者 Jt 这样的数,这些数很自然地出现在分析中. 


4.2 已知的无理数 


我们考虑的问题一般来说是很困难的，只对少数不同类型的数X找到了问题 
的解答.在本章里,我们仅把注意力集中在几个最简单的情形，不过,首先对这方面 

①简言之，这里 W 可以在 Principia Mathemaiica 的童义下作为 ■•不 完全的符号”来 处理. 
















VN = a + ^ t 


其中 a , 6, c 是整数 ，0 < b < c 且 b/c 是使此式为真的具有最小分子的 分数. 因此有 
t?N = (co + 6) 2 = a 2 <? + 2o6c + ft 2 , 

故而 c |6 2 , 也即有 Pscd . 从而有 

y/N = a+ 2 = 

以及 0 < d < 6,这是一对矛盾.由此推得 # 是整数或者是无理数. 

一个更为一般的定 理是： 

定理45 如果 a: 是首項系數为1的整系數方程 

X m + Ci* m-1 + …+ Cm = 0 

的一个根， 那么 X 要么是整教，要么是无理教. 

特别地，如果方程为 

x m -N = 0, 

则定理45转化为定理 44. 

显然可以假设 CmjtO. 我们如上面的 （ m ) 那样来进行 讨论. 如果 : c = a /6, 这 
里 ( a , 6) = 1, 那么 

a m + cio m-1 6 + ••• + Cmb m = 0. 

于是 6| a -, 于是与前面一样推出6 = 1. 

有可能对一般的 m 来证明定理44,而且不用定理3也可以证明定理45,不过 
这样的论证要稍微冗长一点. 




















































4.6 无理性的几何证明 


Zeuthen 提出的证法随着数的变化而变化.其变化本质上依赖于表示#的 
周期连分数*的形式,我们取最简单的情形（尺= 5) 作为一个有代表性的例子 • 

用 

*=|(V5-1) 

来进行讨论.这样躭有 

x 2 = l-x. 

从几何上说，如果 >45 = 1,= :r, 那么 

AC 2 = ABCB 











被分成黄金分 割比. 如此下去（见图 4)®. 由于每一步我们都在处理被分成同样比 
例的线段，故而这个过程是不可能终结的. 


容易看出，这与 a: 的有理性的假设矛盾.如 果： r 是有理数，那么 AS 和都 
是同一 个长度的整倍数，同样的结论对 


CiC = CB = AB- AC, CiCa = ACi = 
也为真,也就是说，所有这些线段都在该图中.因此可 
成的递减的无穷序列，而这显然是不可能的. 


AC-CiC,-- 

以构造一个由 <5的整倍数组 


4.7 更多的无理数 

根据定理44可以知道， y / 7 , V2 , VU --. 都是无理数.根据定理 45,x = v^ + 
是无理数,这是因为它不是整数且满足方程 

z 4 - 10x 2 + 1=0. 

如同我们将在第9章和第10章中看到的那样，可以利用十进制小数或者连分数任 
意地构造出无理数.但是，如果没有我们在 11.13 节和 11.14 节要证明的那些定理， 
要想把在分析中自然出现的许多数添加到我们的无理数行列中来，可不是一件容易 
的事. 

定理46 lg2 是无理数. 


这个结论是平凡的，因为 

lg 2 = f 

就蕴含 2 b = 10°,而这是不可能的.更一般地, log n m 是无理数，如果 m 和 n 是整 
数,且二者中的一个数有一个另一个数所没有的素因子. 


定理47 e 是无理数. 

假设 e 是有理数，比方说 e = «/&，其中 a 和6是整数.如果 fc > 6且 

a = -$)， 

那么和 a 是一个整数.但是 




如果 y = h/k 且 e y 是有理数，则 e 蚱= 4亦然.再次，如果 c- h 是有理数，则 
亦然.于是只要证明“如果 h 是正整数，则 e h 不可能是有理数”就够了.假设此 
结论不真,则有 e h = a/6, 其中 a 和6都是正整数•记 

F(®) = h in f { x ) - + … - / i 产⑻ + / (2n) (*). 

从而 P ⑼和 ^(l) 都是整数.我们有 

基 {e fca F(x)}=e fc * + 浐㈤} = * 2n+1 e fc */(a;). 

于是 i 

ftj 1 h ^ e^^dx = b [e te F(*)] |J = aF(l)- bF (0) 

是一个整数.但由 （4.7.1) 知，对足够大的 n 有 

0 < 6 J: h^e^^dx < < 1， 

这是一对矛盾. 

定理49 ji 和 Jt 2 是无理教. 

设 n 2 是有理数，则有 jt 2 = a/6, 其中 a 和6都是正整数•记 

G ( x ) = b n ( Ji 2 n f ( x ) - n 2 n ~ 3 r ( x ) + n 2 "- 4 / ⑷㈤ - • • ■ + (~ l ) n f (2 n Hx )} , 

从而 G ⑼和 G(l) 都是整数.有 










第 5 章同余和剩余 
5.1 最大公约数和最小公倍数 


己经定义了两个数 a 和6的最大公约数 (a, 6). 关于这个数有一个简单的 

目 min(x,y) IP max(x,y) 表示 a: 和 y 中较小的和较大的那个数.例如， 
min(l,2) = 1, max(l, 1) = 1. 

50 如果 

O =np a (o^o)® 6=n^c 0 >°). 


s 是定理2以及最大公约数 (a, 6) 的定义的直接推论. 

*数 a 和6的最小公倍•教 (least common multiple) 是同时能被 a 和 b 整 
E 数•用 {0,6} 来表示,于是有 

a\{a,b} t 6|{«,6}, 



成员都叫做这个类的一个代表 (representative). 显然，总共有 m 个剩余类，它们分 
别由 

0, 1 ， 2, …， m — 1 

作为代表.这 m 个数组成的集合，或者任何 m 个分别属于这 m 个剩余类的数 
组成的一个集合，都称为模 m 的一个完全相余系 (complete system of incongruent 
residues to modulus m), 或简称为棋 m 的一个完系 (complete system). 

同余在日常生活中具有极为重要的实用性.比如，“今天是星期六”就是从某个 
确定的日期开始所经过的天数关于模7的一个同余性质，这个性质通常要比从某 
个时间点（例如创世伊始）开始所经过的天数重要 得多. 课程表和列车时刻表同样 
也是同余表,课程表中涉及的模是365、7和 24. 

想知道发生了某个特定事件的某一天究竞是星期几，实际上就是对棋 7 解— 
个算术问题.在这样的算术中，同余的数是等价的，因此这种算术完全是有限的系 
统，其中所有的问题都可以通过尝试来获得解答.例如，一个讲座每两天举办一次 








2x = l (mod 7), 

通过尝试可以求得最小的正数解是 

从而第五次讲座将会在星期二开讲，而且这也将是第一次在星期二举办的讲座. 

类似地,可以用尝试法求得同余式 

X 2 s 1 (mod 8) 

有4个解，即为 

a: si, 3,5,7 (mod8). 

有时候，即使出现的变量不是整数，我们也使用同余符号，这样做有时是很方 
便的.比方说，只要 a： - y 是2的整数倍，就可以写成 
x = y (mod *), 

例如,这样就有 

^ i (mod 1), —nsx (mod 2n). 

5.3 同余式的初等性质 

显然,对于给定的棋 m, 同余式有如下 性质： 

(i) a = b — » b = a; 

(ii) o = 6, 6 = c a = q 

(iii) a = a ; , 6 3 ^ a + 6 = o ; + y. 

又如果 as a '，6se/， …，就有 

(iv) ka + lb+-- =ka , + lb' + -- -, 

(v) o 3 = o ,a ,a 3 so ,3 . 

如此类推.最后，如果 0(a,6,--.) 为任意的整数系数多项式,就有 

(vi) ^(a,6,-) = 0(a , ,6 , , •••)• 

定理53 如果 a s 6 (mod m) 以及 a = b (mod n), 那么 a 三 (mod 
特别，如果 (m,n) = 1，那么 a s 6 (mod mn). 

这可以由定理 50 推出.如果 p c 是能够整除 {m， n } 的 p 的最高幂，那么 p c |m 
或者 p c |n, 于是有 ^1(0-6). 这对于 {m,n} 的每个素因子来说都成立，故而 
a = b (mod 

这条定理很容易推广到任意多个同余式的情形 • 

5.4 线性同余式 

5.3 节介绍的性质⑴至性质 （vi) 与普通的代数方程的性质相像,但是我们很 
快就会遇到它们之间的一个差别.下面的性质在同余式中就未必 成立： 








因此，这个结果部分地包含在定理25 之中. 当我们说到同余式“恰有 d 个”解的时 
候，自然理解成把同余的解看成是同样的解. 

如果 d = 1，定理57就是定理56的 推论. 如果 rf > 1，则同余式 (5.4.1) 显然是 
不可解的，除非有 d|i. 如果 d|i， 那么 

m = dm\ k = dk', l = dl\ 

故而该同余式等价于 

Vx = V (mod m'). (5.4.2) 

由于 = 1, 所以 (5.4.2) 恰有一个解.如果这个解是 
x = t (mod m , ), 

那么 

而 (5.4.1) 的完全解集就可以通过给 y 取^值来求得，这里 y 的取值要使得诸 
t + 1/m' 关于棋 m 互不同余. 


从而恰有 d 个解,这些解可 以表: 
这就证明了定理. 




5.5 Euler 函数 

用 0(m) 来记不大于 m 的正整数中与 m 互素的整数的个数,也就是说满足 
0 < n < m, (n,m) = 1® 

的整数 n 的个数.如果《与 m 互素，那么任何一个与 a 同余 （mod m) 的数工 
也与 m 互索.于是有 0(m) 个与 m 互素的剩余类，从每个这样的剩余类中任取一 
个数所得到的任何一组利 m) 个剩 余作成的集合都称为一个与 m 互素的完全剩余 
系 (complete set of residues prime to m)® —个这样的完全系是 4>{m) 个小于 m 且 
与 m 互素的数组成的集合. 
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定理59 假设= 1，且 a 取遍模 m 的一个完全剩余系， a' 取遍模 W 
的一个完全剩余系.那么 a , m + om , 取遍模 mm' 的一个完全剩余系 • 

这里有 mm' 个数 a'm + am'. 如果 

Ojm + aim’ = a^m + aam' (mod mm'). 


那么 


aim' = aim' (mod m), 


类似地有 

a\=al2 (mod m’). 

从而这 mm' 个数都是互不同余的，于是它们构成了棋 mm' 的一个完全剩余系. 

-个函数 /(m) 称为是积性的，如果= 1就蕴含 
/(mm’) = 

定理60 ^(n) 是积性的. 

如果 （m,mO = 1，那么根据定理59可知，当 a 和 a' 分别取遍模 m 和模 m' 的 
完全剩余系时, a'm + am' 取通模 mm' 的一个完全剩 余系. 又有 

{a'm + am', mm!) = 1= (a’m + am\m) = 1, {a'm + am', m') = 1 
=(am’，m) = 1， （a’m，m’）= 1 
=(o,m) = 1, (a’，m’) = 1. 

从而这 ♦{mm 1 、 个小于 mm' 且与 mm' 互素的数是这 a^m + am 1 
的最小正剩余,其中 a 与 m 互素，而 a' 与互素,从而有 
泠 (mm’） = ^(m) 沴 (m’). 

附带我们还证明了 







^(m) = m JJ (卜^). 

我们将需要下面的结果. P，m 


定理63 


E 沴⑷= m. 
<l|m 


如果 m = YlP c ， 那么 m 的因子就是诸数 d = UP C '， 其中对每个 P 都有0 彡 
〆< C , 且根据 4>(m ) 的积性性质有 

•(饥 ) =5^州)= 5111^(^) = n t 1 + 沴⑼ + 沴(罗 2 )+…+ ^ cp c )}- 

但是 

i+<i>(p)+-+^(p c )=i+(p-i)+p(p-i)+-+p c - i (p-i)=p e } 

从而有 

#(m) = JJp c = m. 


5.6 定理59和定理61对三角和的应用 

在数论中有某种重要的三角和,它们要么是在 5.5 节的意义下是“积性的”，要 
么具有十分类似的性质. 

记① 

e(r) = e»^, 

我们只关心 t 的有 理值. 显然，当 m 三 (mod n) 时有 

修 •⑸. 

正是这个性质给出了三角和的算术重要性. 

(1) Gauss 和的积性性质. Gauss 和定义为 


1>(孕). 


5(m,n) = J2e Mh2m/n 

它在二次剩余的理论中特别重要' 由于对任何 r 有 
故而只要 /»1 三/»2 (mod n), 就有 

初 H 字). 

于是可以记 


①在本节里， 〆 都是复变量(：的指败函数 e < = l + C +--. 假设读者了解指数函数的初等性质. 
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—E e ( 空)， 

fc(n) V 7 

这个记号表示 /i 取遍模 n 的任意一个完全剩余系.当不致产生混淆时，用/ 1 来代 
替 Mn). 

定理64 如果 （n， V) = 1,那么 

5(m,nn0 = S(rnnf, n)S(mn, n 1 ). 

设 W 分别取遍模 n,n ; 的完全剩余系.那么，根据定理59可知， 

H = hnf + h'n 

取遍模 mi' 的一个完全剩余系.我们还有 

mH 2 = m (hn’ + h'n) 2 s mh 2 n a + mh^n 2 (mod nn 1 ). 

于是 

5(mn’,n)5(mn，n’)= |X] e (^^) } |S e 

= g 作今) = & m 

(2) Ramaniyan 和的积性性质. Ramanujan 和是 

<=.("»-1：«( t )' 

这里的记号表示仅取遍与 g 互素的剩余类.当不致产生混淆时，我们有时用 ft 
来代替 h*(q). 

可以将 c,(m) 表示成另外的形式，其中引进了一个有更一般的重要性的记号. 
称/>是一个本原 g 次单位根 (primitive g-th root of unity), 如果 p 9 = 1，但是对 r 的 
任何小于 g 的正值,〆' 都不等于 1. 

假设沪=1,且 r 是使得，=1成立的最小正整数，那么 9 其中 

0 < « < r. 从而 

〆=广=-±, 

所以有 s = 0 以及 r|g. 从而有 







c,(m) = 


其中 p 取遍本原 g 次单位根. 

定理 67 如果（9，〆）=1,那么 

«wM = c,(to)<vM. 

物 ( m)= S e { m (j + ?)} = g e {— J } 〜 (m) . 

(3) Kloosterman 和的初性性质. Kloosterman 和（它要更困难一些）是 
S(u,v t n) = ^e^±^j, 

其中/I取通与 n 互素的一个完全剩余系，而 ft 定义为 
hh= 1 (mod n). 

定理57 表明 :给定任何 /i, 则存在唯一的 /i (mod n) 满足这个条件.我们用不到 
Kloosterman 和，但是对它的积性性质的证明过程极好地解释了前面几节中的思想. 
定理68 如果 （n，》0 = l， 那么 

S(u,v, n)5(tt,t/,n0 = 5(«, V, rm')， 


其中 

V = vn ,a + v , n a . 

如果 

hh=l (mod n), h'K s 1 (mod n 1 ), 

S(u,v, n)S(uy,»0 = 5^e + 

= ge {<^) + ^=} 

=S<^)' 陶 

其中 

H = hn' + h’n，K = vhn' + t/hfn. 

根据定理61，丑取遍与 rm' 互素的■个完全剩余系.于是，如果能证明 

K = VH (mod nn ; ), (5.6.2) 


其中頁 定义为 
















X ^_ ^ = * 16 + x 15 + ... + 1 = 0. 

Q != 菩， = =co»ka + \smka, 


中次序分男 

1，2, 


x\ = y^gfc =e! +e9 + ei3 + ei5 -i 
= 53 e/t = £3 + sio +e 6 + eu - 


来定义 別 和奶，而用 


ntssl (mod 4) 

= ^2 fifc = £lO+eil +67 + 66- 

m=3 (mod 4) 


来定义 yi,lft»,y3，!/4 •由于 
故而有 


e k + £n-k = 2 cos ka, 


Xi = 2(coBa + cos8Q + co84a + cos2a), 
xj = 2 (cos 3a + cos 7a + cos 5a + cos 6a), 
yi = 2 (cosa + cos 4a), ya = 2 (cos8q + cos2a), 
j/3 = 2 (cos 3a + cosSa), 1/4 = 2 (cos 7a + cos 6a). 

首先证明 A 和巧是一个有有理系数的二次方程的根•由于 (5.8.2) 的根是 
(5.8.3) 中诸数,所以有 


①事实上，在即将在 6.8 节中解释的那种意义下，3是“17的一个面 根”. 
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又有 

XiX2 = 4(co8a + cos8a + co84a + coe2a) x (cos 3a + cos 7a + cos5o + cos6o). 
如果把它的右边乘开来，并利用恒等式 

2cosmacosna = cos(m + n)a + cos(m — n)a, (5.8.4) 

就可以得到 

«1®3 = 4(*i+®3) = -4. 

因此, 和;是 

*2 + *-4 = 0 (5.8.5) 

的根.又有 j 

cosa + co82a>2co8 2«= v^>-cc«8a；，cos4a > 0. 

从而 ^>0 且 

xi > xa- (5.8.6) 

接下来，证明 yi ，w 和 y 3 ,V4 都是关于巧和* 2 的、系数为有理数的二次方程 
的根.因为 

再次利用 （5.8.4) 有 

yiy2= 4(cosa + co64a)(co88a + co82a) 


于是，1/1，1/2是方程 
的根,而且显然有 
类似地，有 
所以1/3,1/4是方程 
的根，且有 
最后有 



y 2 - xiy -1 = 0 


»i >». 

»3 + y 4 = *2. 1/31/4 = -1| 

y 2 - x 2 y —1=0 

V3>V4- 

2cosa + 2cos4a = y\. 


4 cos a cos 4« = 2 (cos 5a + cos 3a) = jfa. 


又有 cosa > cos4a. 因此 21 = 2cosa 和 = 2cos4a 就是二次方程 


z 2 -yiz + y3 = 0 


(5.8.7) 

(5.8.8) 


(5.8.9) 

(5.8.10) 


(5.8.11) 























第 6 章 Fermat 定理及其推论 

6.1 Fermat 定理 


本章要运用第5章里的一般性思想来证明主要是属于 Fermat > Euler、Legendre 
以及 Gauss 的一系列经典定理. 

定理70 如果 p 是素數，那么 

o p = a (mod p). (6.1.1) 

定理 71(Itermat 定理）如果 p 是素數，且 p / a, 那么 

a**- 1 s 1 (mod p). (6.1.2) 

当 p / a 时,同余式 （6.1.1) 和 (6.1.2) 是等 价的; 而当 j>|a 时, (6.1.1) 是平凡的， 
这是因为此时有 a»» = 0sa. 因此定理70与定理 H 是等价的. 

定理 H 是更为一般的定理72的特殊情形. 


定理 72( Fermat - Euler 定理）如果 （ a , m ) = 1,釋么 
a *(m) = ! ( mo( | m ). 

如果: c 取遍与 m 互素的完全剩余系 ®, 那么，根据定理58, ax 也取遍这样一 
个（简化） 剩 余系.取每个（简化）剩余系中诸数之乘积，于是就有 

JJ ㈣ = II X (咖* 1 m )， 

也即 

a «("») = JJx (mod m ). 

由于每个数 z 皆与 m 互素,故而它们的乘积也与 m 互素,于是根据定理55,有 

a «(n») = I (mod m ). 

如果 ( a , m ) > 1,这个结果显然不成立 • 

6.2 二项系数的某些性质 

Euler 是发表了对于 Itermat 定理的证明的第一人.这个证明（很容易加以拓展 
来证明定理 72) 依赖于二项系数的最简单的算术性质. 

定理73 如果 m 和 n 是正整数，那么二項系數 

①用现在的数论语言可以改述成 z 取遍“模 m 的简化剩余系”，也就是取遍“棋 m 的缩系”. 


(m) = m(m- !)•• -(m-n + 1) (_*»)_ ( ”” 饥(爪 +1) … (m + n-1) 

都是整教. 

这是我们需要的这个定理的第一部分，但是，由于 

(X:— 1 ). 

因此这两部分是等价的.也就是,每一部分都可以表述成一种引人嘱自的格式. 
定理74 任何 n 个连续正整数的乘积均可被 TI! 整除 • 


这些定理显然起源于二项式系数，即 （1 + *)(1 + ... 或者 

(1 - ®) _1 (1 - x )- 1 ••. = (l + * + x 2 + .")(l + a : + ® 2 + …）… 

中的 a : 的幂的系数.可以如下用归纳法来证明它们.选取定理74,该定理断言 
( m) n = m(m + 1) • • • (m + n — 1) 

可以被 n ! 整除.这对 n = 1 和所有的 m 显然为真,对 m = 1和所有 n 也显然为真. 
假设 ( a)*fn = AT - l 以及所有 m 为真， （ b ) 对 n = 以及 m = M 为真.那么 
(M + l) w -M n = N(M + 1) N -i, 

故而 （M + l ) w - i 能被（災 -1)! 整除.从而 （M + l ) w 能被 AH 整除，从而定理对 
n = W 以及 m = Af + 1为真.由此推出定理对 n = N 以及所有 m 为真. 由于它 
对 n = AT + l 以及 m = l 也为其，我们可以重复这个讨论，从而该定理结论成立 • 


定理75如果 p 是素數，那么 

©I , ㈡ 

均能被 P 整除. 


但是 d 与 p 互素，故有 


nl\(p _ l)(p - 2) … (p - n + 1). 

- l)(p - 2) • • • (p - n -f-1) 


(0-- 


定理 76 如果 p 是素教,那么 ( l - x )-» 中除了 l , xP , x 2 P , ■■- 之外，其余所有 
项的系教都能被 P 整除，而 l，®**，#，..- 的系教均同余于1 (mod p). 

根据定理73， 


(… =i+g( p+ r> 






6.3 定理 72 的第二个证明 65 


中的系数全都是整数.由于 

(1-®p)- 1 = 1 + x* , + x 2 » > + - - , 

故而不得不证明 

(1 一 x **)- 1 _ (1 一 x)-P = (1- - X **)- 1 {(1 -x)P-l+xP} 

的展开式中的每一个系数都能被 P 整除.由于 （ l - aO - P 和 (1- X **)- 1 的展开式中 
的系数都是整数，所以只要证明多项式 ( l - x ) P-l + x -> 中的每个系数都能被 p 整 
除就足够了.对于 P = 2,这是显 然的； 而对于 p 彡3,由于 

故此时的结论可以由定理75推出. 

第19章中将需要这个 定理. 

定理77如果 p 是素数，那么 

(* + !/+••• + w) p + + ••• + xu p (mod p). 

因为根据定理 75 有 

(x + y)^sa^ + yP (mod p), 

故而一般性的结果可以通过重复使用这个结论而得到 • 

定理75的另外一个有用的推论是： 

定理78 如果 a > 0且 

m = 1 (mod jf), 

那么 

m p = 1 (mod p ®" 4 " 1 ). 

因为 m = 1 + fcp 。， 其中 fc 是一个整数，且 op > a +1. 这样就有 
mP = (l + fcp a )P = l + / p a+1 , 

其中 Z 是一个整数. 

6.3 定理72的第二个证明 



{x + y + = x p -\- y p + ■•■ (mod p). 
=1，并假设其中有 a 个数，可以得到 

a 1 * -1 = 1 (mod p ). 

L (mod p 3 ), •"， 

6.4 定理 22 的证明 


fin ) 


r=l r=l \«=0 / 


其中诸数 《x 和 c 皆为整数，且 

1 < ai < 02 < • • • < dm- 

对于很大的 n, /(n) 中的项按照大小递增的次序排列，当 n 很大时， /(n) 的大小被 

字在一个 n， 使得 


它的最后一项 


/(») 


f 数,那么就存在 
= P > Om , 


这里 P 是素数.那么，对所有整数 A 和 s 有 

{n + kp(p - 1)}* s n a (mod p). 

又由 Fermat 定理有 

砵- 1 = 1 (mod p), 

故而对所有正整数 fc 有 

oP+^-^soPtmodp). ' 

从而 

{n + kp(p-l)y o? +fcp(p_1) = n 4 o? (mod p), 
这样一来，对所有正整数 fc 就有 

f{n + kp(p - 1)} = /(n) = 0 (mod p ). 


这是一对矛盾. 










可以分成 \[ p - l ) 对不相等的数组成的相伴数对.从而 
(p - 1)! = JJa: = oi^ 1 ) (mod p ). 

定义 “Legendre 符号” (f) 如下： 

如果 a R p，(g) = +1; 

如果 a N p，G) = -1. 

其中 P 是一个奇素数，而 a 是任意一个不被 P 整除的数.显然,如果 a 


定理79如果 p 是一个奇素教，且 a 不是 P 的倍教，那么 

(p- 1)!= - (兰) (mod p). 

我们一直假设 P 是奇教.显然0 = 0 2 ,1 = I 2 ,故而所有的教都是 2 的二次剩 
余.当 p = 2时，我们不定义 Legendre 符号，后面将不考虑这种 情形. 当 P = 2时, 
定理中有一在是成立的（不过也是平凡的) • 


6.6 定理79的 特例： Wilson 定理 


两个最简单的情形是 a = 1和 a = -1 的情形. 
(1) 首先设 a =1,则 

x 2 = 1 (mod p ) 

有解 a; = 土 1.因此1是 P 的一个二次刺余,且有 

C 1 )-' 

如果在定理79中取 a = 1,它就变成 


定理 80(Wilson 定理） (p-1)! = -1 (mod p ). 


同余式 

(p - 1)! +1 s 0 (mod p 2 ) 

对于 

p = 5 ， p = 13 ， p = 563 

为真，但对于小于 200 000 的其他 p 值都不成立.关于这个同余式尚无一般性的 
定理. 




如果 m 是合数，那么 

m|(m -1)! +1 

不真,这是因为存在一个数 d 使得 

d|m, 1 <d<m, 

而 d 不整除 （m -1)! + 1. 从而我们 得出： 

定理81 如果 m > 1,郢么 m 是素教的充分必要条件是 
m|(m - 1)! + 1. 

当然，这个定理作为一个给定的数 m 的素性的实际判别法来说是没有什么用处的. 
(2) 其次假设 a = _1.此时定理79和定理80表明 
(f) s -(-i)i(p-i)(p-i)! = 

定理82 數 -1 是形如 4fc + l 的素教的二次剩余，而是形如 4fc + 3 的素数的 
二次非剩余.也即有 

(y) =c ~ 1)i(p ~ 1K 

更一般地，定理79和定理80合起来 给出： 

(言 )s (mod p). 

6.7 二次剩余和非剩余的初等性质 


(6.7.1) 

均不同余.这是因为 r 2 = s 2 蘊含7•三 s 或者 r = -s (mod p), 而第二种锖况在这 
里是不可能的.再者， 

r 2 = (p - r) 2 (mod p). 

由此推出 p 有 1) 个剩余和 ^( P-1) 个非剩余- 

定理84 奇素教 p 有^ P -1) 个 劂余和 个非剩余. 

接下来 证明： 

定理85 两个剩余或者两个非剩余的來秩是一个 剩余， 而一个剩余和一个非 
剩余的来积是一个非《余- 

(1) 用来表示剩余，用 < S，/y，A， …来表示非剩余 • 那么每个⑽ ' 
都是一个 a, 这是因为 


定理83 


诸数 







定理及其推论 


那么 m -定是一个素数”这个结论是: 

果 (6.9.1) 对所有与 m 互素的 a 皆： 

3x11x17. 如果 3；a, 11； a, 17/， 


艮不正确的.甚至下面 

为真，那么 m 是素数 

a, 则根据定理71有 


是 素数. 例如，假设 m = 561 = 


如果 (6.9.1) 对一个特别的 a 和一个合数 m 为真,则称 m 是关于 a 的一个伪素 
St(pseudo-prime). 如果 m 关于每一个满足 (a,m) = 1的 a 都是伪素数,则称 m 为 
—个 Carmichael 数 (Carmichael number). 现在还不知道是否有无穷多个 Carmichael 
数，甚至也不知道是否存在无穷多个合数 m, 使得有 2"* = 2®» 3- = 3 (mod m) 
成立.但是可以证明 

定理89 关于每个 a >1都有无穷多个仍索教存在. 

设 p 是任意一个不整除 a(a 3 - 1) 的奇素数.取 

_ 

故而 m 显然是合数.现在有 

(o 2 - l)(m - 1) = o 2p - a 2 = a(a p-x - l)(o p + o). 

由于 a 和# 两者同为奇数或者同为偶数，故有 2|(aP + a ). 再者, - 1能被 p 
整除（根据定理 71), a**" 1 - 1还能被 a 2 - 1整除，这是因为 p - 1是偶数_由于 
p/(a a -l), 这就意味着有 p(a 2 - 1) \( aP~ l - 1) •于是 
2p(o 2 -l)|(a a -l)(m-l), 

所以 2p |(m - 1) ，且对某个整数 u 有 m = 1 + 2 pu . 现在，关于棋 m 有 


而这就是 (6.9.1). I 
同的值，这就证明了定理. 

定理 n 的一个正确的逆命 题是： 


) 的奇素数 P， 我们都有 m 的一个不 







6.10 2*- 1 —1 能否被 P 2 整除 


根据 Fermat 定理，如果 p > 2,就有 

2»*- 1 - 1 = 0 (mod p). 


同余式 


2P- 1 -1 = 0 (mod p 2 ) 

是否成立？这个问题在 “Fermat 大定理’’的理论中有重要意义（见第13章).这种 
情况确实有出现,不过非常稀少. 


定理91存在一个素數 P , 使得有 

2P-1 -1 = 0 (mod p 2 ). 

亊实上，当 p = 1 093时它是成立的,这可以通过直接计算来验证.我们给出一个更 
加简短的证明，其中的所有同余式都是关于棋 P 2 = 1 194 649的. 

首先有 

3 7 = 2 187 = 2p+l, 3 14 = (2 p + l) a = 4 p + l . (6.10.1) 

其次有 

2 U = 16 384= 15p- 11, 2 M = ~330 p + 121, 

3 2 x 2 28 = -2 970p + 1 089 = -2 969 p -4 = -l 876p-4, 

所以 

3 2 x 2 s ® = -469p- 1. 

于是,根据二项定理，由 (6.10.1) 就有 

3 14 x 2 18J = -(469p + l) 7 s-3 283p 一 1 = -4j> - 1 s -3 U . 

由此推出 

2 1W = -1, 2 1 092 = 1 (modi 093 3 ). 

同样的结论对 p = 3 511 也为真,但对其他的 P < 3 x 10 7 皆不成立- 


6.11 Gauss 引理和2的二次特征 

如果 P 是一个奇素数， n (mod p ) 就恰好有一个剩余 ® 位于- 和& 之间 • 
称这个剩余为 n (mod p ) 的录小 (minimal) 剩余.最小剩余是正数还是负数,要根 
据 n 的最小非负剩余是位于0和之间还是位于^和 P 之间而定. 

现在假设 m 是一个正的或者负的整数，它不能被 P 整除，考虑下面 

个数 

m , 2m, 3m, • • • , -(p - l)m. (6.11_1) 

~ ①当然，这里的嗍余 " 有它通常的意义，而不是“二次痛余"的 缩写. 



入 + M = !( p -1)， 0 < r, < ip, 0 < < |p. 

由于 (6.11.1) 中的数都不同余,没有任何两个 r 是相等的，也没有任何两个〆是相 
等的.如果有一个 r 和一个〆是相等的，比方说= r；_, 设 am，6m 是 （6.11.1) 中 
满足 

am = rt, 6ms —rj (mod p) 

的两个数，那么 

am + bm = 0 (mod p ), 

所以有 

o + 6s0 (mod p), 

然而，由于 0 < a < |p，0 < 6 < 故而这是不可能的 • 

由此推出，诸数/•,•，<是诸数 

1, 2, •••, i(p-l) 

的一个重新排列.于是 

m • 2m.^(p- l)m = (―1)**1 x 2 x • •• x 5(?- 1) (mod p ), 


m 拘 - 1 )= 


但是根据定理 83 有 


(3) 三 (mod p ). 




其中 M 是集合 


m, 2m, 3m, …， ^(p- l)m 
中最小正剩余 （mod p) 大于 > 的教的个教. 

特别地，取 m = 2,故而 (6.11.1) 中的数就是 


此时, A 就是其中小于 

这里引进一个记号，以后会; 
不超过; r 的最大整数. 


偁数的个数. 

?频繁地使用它.用 


[x] 来表示 “z 的整数部分”，即 




其中0 < / < 1. 例如 


*=[*]+/, 


H=。，[-l]=- 2 - 

利用这个记号,就有 

a = [H. 

但是 x 

A + /*= jCp -1 ). 

所以 

^ = f|p] - 

如果 p= 1 (mod 4), 那么 

M = |(P ~ ~ j(P - 1) = J(P - 1) = [J(P + 1)J . 

而如果 p = 3 (mod 4), 则有 

M = |(P ~ 1) - j(P - 3) = J(p +1) = [|(p + l)]. 

(!) S 2 卜 n (mod p), 

这就是说 

(言) = 1，如果 p = 8n +1 或者 p = 8n — 1, 

(,)=— 1，如果 p = 8n + 3 或者 p = 8n — 3. 

如果 p = 8n±l , 那么是偁数;而当 p = 8r»±3 时,它是奇数.从而有 

总结起来，有下面的定理. 


定理93 G ) = (-l)!^ 1 )). 

定理94 ( 含)= (-1)*(^-”. 

定理95 2是形如 8n±l 的素教的二次«余，是形如 8n±3 的素数的二次 

非剩余. 

Gauss 引理可以用来确定以 任何一 个给定的整数 m 作为二次剩余的那种素数 • 
例如，取 m = - 3,并假设 p > 3.则 (6.1.1) 中的数就是 






(i ^ ° < I?)» 


而当 l<a<|p 时， p-3a 介于和 p 之间. 如果 ip < o < |p, p - 3a 就 

介于 0 和 ^ 之间.如果 |p < a < ^， WJ 有 

—3o = 2p- 3a (mod p), 

故而 2p - 3a 介于和 p 之间.于是满足条件的 a 的值是 

»■ 2 ' ■•■'[?]' [H +1, [H +2 '[H 1 
m= & ■]+[>] _[H. 

如果 p = 6n + 1, 那么 fi = n + 3n-2n 是偶数，而如果 p = 6n + 5, 那么 
= n + (3n + 2) - (2n +1) 


定理 9 
I 卜剩余. 


-3 是形如 6 n+l 的素数的二次剩余,是形如 6 n + 5 的素數的二次 


下面的定理是 一个进 一步的例子,暂时把它留给读者考虑 
定理97 5是形如 10 n±l 的素数的二次《余，是形如 10 n ±3 的素数的二次 

非剩余 • 


6.12 二次互倒律 

这个领域里最著名的一个定理是 Gauss 的“二次互倒律”. 

定理98 如果 p 和 g 是奇素數，那么 

其中 

j/ = ^(p-i), ^ = 1)- 1 

如果 p 和 g 中有一个数形如 4 n + 1,那么 pY 是偶数，而如果 P 和9都形如 
4 n + 3, 那么 pV 是奇数，所以还可以将该定理表述成 
定理卯如果 p 和 q 都是奇素教，那么 
①一个依赖于 Gauss 互倒律的证明见 6.13 节. 



( i ) = ( p )- 

除非 p 和 g 两者都形如 4 n + 3, 此时有 


那么 


S(q,p ) = 




5(9,p) + S(p,g)=pV. 

它的证明可以表述成几何 形式. 在图中（图6)， AC 和是 i = p, W =丨而 
ifM 和 iM 是 a： = =〆•如果（如在图中那样) p > g, 那么〆/〆< g/p, 且 M 

位于对角线 OC 的下方.由于 

^ < y < ^ +1, 

所以在 f 和 ATiV = qp'/p 之间没有整数存在 • 



点计入在内,但不计入数轴上的那 些点. 首先，这个数显然是 PV. 但在 0(7 上没有 
格点（因为 p 和 g 是素数)，在三角形 PMAT 内（除了在 PM 上可能有格点以外） 
没有格点.因此在 OKML 中的格点个数是在三角形 OXW 和 OLP 中的格点个数 
之和（计入在 iHV 和上的格点，但不计入在数轴上的格点). 

S7X 直线 x = 8 ) 上的格点个数是 [sq/p], 这是因为 r 的坐标是 sq/p . 故而 
OKN 中的格点个数是 

自 [f] =S (« ， P). 


①这个记号与 5.6 节中的记号有关. 






类似地, OLP 中的格点个数是 S ( p , q ), 这就得到了结论. 


6.13 二次互倒律的证明 


可以记 

*9 = p[^]+« fc , (6.13.1) 

其中 

这里 U* 是 Ag (mod p ) 的最小正剩余.如果 «* = «*< j /, 那么 U* 是 6.11 节中的 
诸个最小剩余 n 中的一个，而当= «；fc >〆时，则 u k - p 是诸个最小剩余 
中的一个.于是,对每个 i, ：/以及某个*:有 

n = vjt, ^ =p-«；*.. 

诸 n 和 rj (详见 6.11 节）是诸数 1,V . ,〆按照某种次序的一个 排列. 因此， 

如果 

R = ^2n = ^2vk, B! = 53 ^- = ^2{p-w k ) = np-^wk 
(详见 6.11 节,其中的 P 是 r； 的个数)，就有 


MP + ~^Wk = gCP 3 -!)• 

另一方面，对 (6.13.1) 从 fc = 1到 fc =〆求和，就有 

i g (p2 - 1) = pS(g,p) + ^Uk=pS(q,p) + ^v k + J2 w 


(6.13.2) 

(6.13.3) 


由 （6.13.2) 和 (6.13.3) 可以推出 

lO* 2 - 1)(9 -1)= pS { q , p ) + 2^2 w k - up . (6.13.4) 

现在 <Z - 1 是偶数,而 p 2 - 1 s 0 (mod 8),® 所以 (6.13.4) 的左边是偶数,而且它右 
边的第二项也是偶数.于是（由于/>是奇数） 

S(q,p) = M (mod 2)， 

从而根据定理92有 


(彥 )=( -1，= (-1)殉， P) - 

最后由定理100得到 

(?) (!) * (- 1 > S<, ， 。>+S<M) = (~ 1 ) pV - 


①如果 p = 2n + 1，癉么 p 2 - 1 = 4n(n + 1) s 0 (mod 8). 
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现在利用互倒律来证明定理 97. 如果 

其中 fc 是1，3, 7或者9,那么 (0^5 形如 4n+l) 

(D = © = ( 12 ¥^) = (f)- 

5的二次剩余是1和4.因此5是形如 5n + 1和 5n + 4的素数的二次剩余，也即 
是形如 10n + 1和 10n + 9 的素数的二次剩余，而是其他奇素数的二次非剩余. 

6.14 素数的判定 

现在来证明两个定理,它们提供了某种特殊类型的数的素性判别法.这两个定 
理都与 Fermat 定理密切相关. 

定理 101 如果 p>2, 厶 <p,n = /ip+l 或者 + 且 

2 h #l, 2"- 1 s 1 (mod n), (6.14.1) 

那么 ra 是一个素教. 

记 n = /ip b +1,其中6 = 1或者2,并假设 d 是2 (mod n) 的阶. 根据定理88, 
由 (6.14.1) 推出有 d / h 且有 d |(n - 1) ，也即有 d |hp 6 .从而 p |d. 但是,再次根据 
定理88有 d|^(n), 故而 p|0(n). 如果 

n = • • •Pfc*. 

就有 


^(n)= p2* _1 (Pi- l) - (Pfc-l). 








6.1 节. Format 于 1640 年陈: 
第一个证明，1760年给出了推广01 
6.5 节. Legendre 在 1798年1 
























第 7 章同余式的一般性质 

7.1 同余式的根 


的一个整数 a： 称为该同余式的一个根 (root), 或者称为 /(x)(mod m) 的一个根.如 
果 a 是这样一个根，那么任何与 a (mod m) 同余的数也是它的根.同余的根被视 
为是等价的.当我们说该同余式有 i 个根时,指的是它有 i 个不同余的根. 

一个《次代数方程(在适当的约定下）恰好有《个根，于是一个 n 次多项式是 
n 个线性因子的乘积.自然要问，对于同余式是否有类似的定理？研究几个例子即 


同余方程 

X*- IbO (mod 16) 

有8个根，也即1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. 而同余方程 
X 4 - 2s0 (mod 16) 

却没有根.根的可能性显然要远比代数方程的情形复杂得多. 


7.2 整 多项式和恒等同余式 

如果 C0, Cl ，…， c„ 是整数，那么 

c 0 ® n + ci * n -1 +-+ c n 


就称作一个整多項式 (integral polynomial). 如果 

且对每个 r 都有 cr^ r (mod m), 那么就称 /(z) 和〆 z) 是关于模 m 为同余的 




就是在这种意 s 
/(x)=0 的根” 1 
一种意义. 


I体值.但是当对“同余式 


在 7.3 节里，我们要对符号引进一个类似的双重用法. 

定理104 (i) 如果 P 是素数，且 

f(x)g(x)m0 (mod p), 

那么' 要么有/(*)»0,鲁么有17(*)-0 (mod p). 

(ii) 更为一般地,如果 

f(x)g(x)mO (modp°) 

且 

/ ⑻笋 0 (mod p), 

那么就有 

5(*) »0 (mod p°). 

⑴我们从/⑷中去掉可以被 P 整除的系数对应的项,就得到一个多项式 A(x), 
类似地，由 S ( x ) 作出仍 (*) •如果 /(*) 异0且 〆 a :) 异0,那么 A ( a :) 和 9l (x) 中的第 
一个系数都不能 If! 

f(x)g(x)mf 1 (x)g 1 (x)^0(n 
⑼可以从 /(a：) 中剿除 P 的倍数，从 g ( x ) 中剔除 p a 的倍数，其结论可以用同 
8章中要用到. 

!的所有值均有 f(a)=g(a), 其逆命题 不真. 于是，根 


样的方式得出.定理的这一部分本 
如果 /(*)= P (x), 那么对 aff 
据定理70,对所有的 a 都有 


o p sa (mod p), 
(mod p ) 


却是错误的. 


7.3 多项式 （mod m ) 的整除性 






f(x)=g{x)h{x) (mod m). 

此时记 

9(x) |/(*) (mod m). 

定理 IO 5 (x-o) \f{x) (mod m ) 成立的一个充分必要条件是 
/(o)s0 (mod m). 

如果 

(x-o) 1/(*) (mod m), 


/ ⑷ =0 (mod m). 


/(o)»0 (mod m), 

那么 

/(*)-/(*)-/(a) (mod m). 

但是 

/(*)=5>产、 

且有 

/(*)-/ ⑷ = (x- a)h(x), 

其中 

h{x )= 巧二二⑷ =53 Cr(* n ' p_l + X n ~ r ~ 2 a + ••• + f- 1 ) 
是一个整多项式 ./»(a：) 的次数比 /(z) 的次数少 1. 


7.4 素数模同余式的根 

下面假设棋 m 是素数，只有在这种情形下才有简单的一般性的 理论. 用 P 来 
取代 m_ 

定理 106 如果 p 是素教，且 

f ( x ) mg ( x ) h ( x ) (mod p ), 

那么 f ( x ) (modp) 的任意一个根要么是⑻的根> 要么是 ft(i) 的根. 

如果 a 是/⑷ (mod p) 的一个根,那么 




一个根. 

模为素数这个条件是绝对必要的.例如，由于 

^=3? - 4^(x- 2)(3： + 2) (mod 4), 

故而4是 x 2 =0 (mod 4) 的一个根，但它既不是: c - 2=0 (mod 4) 的根，也不是 
x + 2s0 (mod 4) 的根 • 


定理107如果/⑷次教为71，且有多于 n 个根 （mod D), 那么 


这个定理仅当 n < p 时才是有意义的.根据定理57,它对 n = 1为真,因而可 
以用归纳法来证明它. 

假设定理对于次数小于 n 的多项式已经 成立. 如果/⑷次数为且 /(a)=0 
(mod p), 那么根据定理105有 

/(*)s(x - a ) g ( x ) (mod p), 

其中 0 (a：) 的次数至多为 n - 1. 根据定理106, /⑻的任意一个根要么是 a, 要么是 
g ( x ) 的一个根.如果 /(a:) 有多于 n 个根，那么贞幻必有多于 n - 1个根，所以 


由此即推出 

棋为素数这一条件仍是 S 


3(*)=0 (mod p), 

/(*)_( 

的 • 1 
s0 (mod 16) 


绝对必要 I 
X*-l 


D (mod p 
. 例如 


定理 108 


那么 


如果 / o « o 的全部根是 

Oi, Oa, • • • , On (mod p), 

/(x)sco(* - ai)(x - 02) • • • (x - a„) (mod p ). 


7.5 一般定理的某些应用 




当 rf = p _ l 时恰有它全部的根 
也都是正确的. 
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于模 P 是互不同余的 • 

(2) 多项式 

的次数为 p- 1，而由 Fermat 定 理知， 它有 p - 1个根 , p~l (mod p). 运用 
定理108,我们 得到： 

定理112 如果 p 是索教，那么 

ar^ -1 - ls(®- 1)(®-2) • • •(®-p+l) (mod p ). (7.5.2) 

如果比较两边的常数项，就得到 Wilson 定理的一个新证明.如果比较 a：*- 2 , 
^的系数，就 得到： 

定理113 如果 p 是一个奇素教，1 < / < p - 1, JL >1,是集合1,2,…， p_l 
中 i 个不同的元素的來积之和，那么 A,«0(modp). 

可以利用定理112来证明定理 76. 假设 p 是奇索教. 

假设 

n — rp-a (r> l，O<0<p). 

那么 

/p + n- 1\ _ (rp-a-t-p- l)i _ (rp-g + l)(rp - a + 2) … (rp- a +p- 1) 

\ n J ~ ( rp - «)f(p - 1)! " (P- 1) ! 

是一个整教 i, 且根据 Wilson 定攻（定 i* 80) 有 

( rp -8 + l)(rp - a + 2)-( rp-a + p-l) = (p - l)!*s -i (mod p ). 

但是,根据定理 112 可知，它的左边同余于 

(«- 1)(« 一 2) … (s — j» + - 1 (mod p), 

因而当 a = 0 时它同余于一1，否則，它同余于 0. 

7.6 Fermat 定理和 Wilson 定理的 Lagrange 证明 

我们将定理112的证明建立在 Fermat 定理以及定理 10S 的基础 之上. 该定理 
的发现者 Lagrange 是直接证明它的，他的论证方法包含了 Fermat 定理的另一个 
证明. 

假设 p 是奇的.那么 

(x - 1)(» - 2) … (JT - p + 1) = x p ~ x - Aix v ~ 2 + ••• + （7.6.1) 

其中表…如同在定理113中那样定义.如果用 z 来乘等式的两边，并将 a: 改写 
成: r-1， 就有 
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(x- iy-Ai[x-iy- l + - +^-i(x-l)= (*-l)(*-2) ••- (x-p) 

=(x-p^^-AiTP-^-^+Ap-i). 

令系数相等，得到 

Q + 先 =P + 乂1， (:)+ ( P i + M= pM + Ai, 

(:)+ ( P 2 i)* + ( P 1 2 )乂 2 + ^3 = + ^3. 

如此等等.第一个方程是恒等式，由其他的方程相继得到 

3 也 = :0+00 


(p — l)Ap-i = 1 + + i42 + • • • + 

P\M, p\^2, • _ • ， p\A p -2, 
(p-l)i4p_i=l (mod p), 


于是我们相继得出 
最后有 
这也就是 

Ap-i= - 1 (mod p). 

由于 Ap.i = (p - 1)!, 故而 (7.6.3) 就是 Wilson 定理.而 
在一起就给出定理 112. 最后，由于对于任何 一• 

(x- 1)(3! -2)--(x-p+ 1)=0 
从而就推出 Fermat 定理. 


7.7 


:是 p 的， 
Q (mod , 

[i(p-i)]i 的剩余 


(7.6.3) 

(7.6_2)和 （7.6.3) 合 
5 [的: c 皆有 


假设 P 是一个奇素数，且 

w = |( p - 1 ). 

根据 Wilson 定理，由 

(p-l)!=12..-|(p-l)[p-i( P -l)] [p 一 $(p- 3 )] … (p-l) 
s (—1 严(窃) 2 (mod p) 


就推出有 


(C7!) 2 =(-l 严 - 1 (mod p). 




由于 -1 是 p 的一个二次非剩余，故而 (7.7.2) 中的符号是正号还是负号，要看动 
是模 P 的剩余还是非剩余来确定. 但是胡 是小于的正整数的乘积，这样一来， 
根据定理85, (7.7.2) 中的符号是正号还是负号,要看 p 的小于的非剩余个数是 
偶数还是奇数来确定. 

定理 114 如果 p 是一个形如 4n + 3 的索教，那么 



其中的1/是 p 的小于的二次非《余的个教. 


7.8 Wolstenholme 的一个定理 






(或者 1/i) 来表示相伴元常常更方便.更一般地,在类似的情况下可以用 


然后就可以将 A 
定理 116 如果 p>3, 且 1/i 是 i(modp2) 的相伴元，那么 
1 + 2 + 3 +--- + =0 (mod p^). 


由此可对这个符号作一诠释.为此,只需注意,如果0 < i < p， 那么 


(7.8.2) 


* • (p - (mod p ). 

从而 

4 (7 + - (modp), 

t + (modp), 

求和即得欲证之结果. 

其次来证明 Wolstenholme 定理的两种形式（定理115和定理 116) 等价.如果 
0<x<p, J-xfix^odp 2 ) 的相伴元,那么 


x(p-l)! =(mod p 1 ). 

(p-l)!(T + 5+ - +F^*(p-l)l(l + 5+ - +^^) (mod p 2 ), 
- 0 分数包含了这两个定理中的结论的解释，由此推出它们的等价性. 
为证明定理本身，在恒等式 (7.6.1) 中取 a: =p. 于是得 

(p-l)!=p»»- 1 -A 1 pP- 2 +..-A p _ 2 p + i4 J ,_i. 



由此推出也即有 

叫(?-1)!(1 + 卜..+ 占). 

这等价于 Wolstenholme 定理. 

c - = 1+ ^ + ... + i^ 

的分子是 Al _ 2 - 2^,_ 1 ^_3,从而它能被 p 整除,这样就 得到： 

定理 117 如果 p > 3 , «有 C p *0 (mod p). 

7.9 von Staudt 定理 

我们用证明 von Staudt 关于 Bernoulli 数的一个著名定理来结束本章. 
Bernoulli 数通常定义为展开式① 

中的系数.我们将会发现，将这个展开式写成下述形式 

士1 = 0条 3 —. 

是很方便的,所以有 A) = 1， A = - ^以及 

——in 02 k + i = o , (k > l). 

这些数的重要性主要在于，它们出现在关于 Em* 的 “Euler-Madauriri 求和公式” 
中.实际上,对于有 

l fc + 2 *+.. + (n-l)* = ^ (J) nfc+1 ，. (7-9-1) 

这是因为它的左边是 

fc!x(l + e 1 + e 2 * + •. • + e( n - 1 >*) = fclgy"^ = - 1) 

“! 0 + . + 1*2 + …) (财 + 字 + …） 

中 x fc+1 的系数.将这个乘积里的系数提取出来,就得到 (7.9.1). 





例如，如果 A: = 1,那么 （p - 1) |2,这对 p = 2或者 p = 3是成立的.从而 
- B x ^\ + | = |. 事实上有丑 i 1当用字母 <3来重新表述 (7.9.2) 时，它就变成 

Pk+ 5Z l =i ' (7-9-3) 

(p-i)lfc P 


其中 


fc = l,2,4,6,-- 

而 i 是一个整数.如果将 £fc(p) 定义为 


e*(p) = 


{ 


0 , 


若 (P — l)|fc 
若 (P-1)/* 


那么 (7.9.3) 就取下述形式 


(7-9.4) 


(7.9.5) 


现在这里的 P 取遍所有的素数. 

特别地， von Staudt 定理表明，任何 Bernouin 数的分母都没有平方因子 • 


7.10 von Staudt 定理的证明 


定理118的证明依赖于下面的引理 • 

定理 119 P Em fc ■- e fc (p) (mod p). 

如果 (p-1) I*, 那么，根据 Fermat 定理有 m*sl, 且 

^ 2 m k ^p - 1 = - is - e k ( p ) (mod p ). 

如果 （P - 1) /T *， 且 3 是 P 的—个原根，那么根据定理 88 有 

p* ^ 1 (modp). ' (7.10.1) 

集合屮 2s，• • • ， (p - 1)P 与集合1，2, ...，p- 1 关于棋 P 是等价的，从而有 
^2 (mg) k ^^2m k (mod p), 


以及 


( g k - 1) y^m*=0 (mod p), 


y^m fc sO = - ek ( p ) (mod p) 
[根据 (7.10.1)]. 于是在任何情形下都有 Zm k =- £ k ( p )- 




现在用归纳法来证明定理118,假设它对序列 (7.9.4) 中任何小于 fc 的数 Z 都 
己成立，要推出它对 A: 也成立.下面 ifc 和 Z 都属于 (7.9.4), r 从0取到 fc, /3o = 1, 
而汍=汍=…= 0. 我们已经对 * = 2验证了定理,现在可以假设 k >2. 

由 (7.9.1) 和定理119推出，如果 D 是任意一个素数,则有 

e ^ + J 2 k + \- r (*)sJ* +1 - r A-=0 (mod ZS ), 

这也就是 

0 k + ^ + p 0 “i — r (=) 护 - 1 -* ■(跡 )*0 (mod 1). (7.10.2) 

由于 pk -! = 0, 故而此式中不含 0 m 项 . 我们来研究 

-训 

的分母是否能被 d 整除. 

如果 》• 不是某个 i, 则氏是1或者0.如果 》• 是某个/，那么根据归纳假设,氏 
的分母没有平方因子,®而的分母不能被 sj 整除.因子是整数.从而仅当 

^T^ = 7TI 

的分母能被 c 整除时, Ufc . r 的分母也才能被 d 整除.此时有 
s + i ^ a *. 

但是 s = k-r ^2 ,于是有 

s + 1 <2•矣 S7V 

这是一对矛盾.由此推得, tifc/ 的分母不能被 S7 整除. 

这样就有 

办+字=普， 

其中口/知,而 

显然有同样的形式.由此推得 

^ + = ^ (7-10.3) 

其中执不能被 D 整除.由于 S7 是任意一个素数，故执必定为 1. 从而 （7.10.3) 的 
右边是一个整数,这就证明了定理 • 

特别地，假设 fc 是一个形如 3n +1的素数.那么仅当 p 是2,3, *: +1, 2A + 1中 
之一时，才有 （p-l)|2Jfc. 但是 A: + l 是偶数，且 2 * + l = 6n + 3 能被 3 整除，从而 

①应该注意到，我们并不需要全部归纳《设. 
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2和3是 p 的仅有的可能取的值.于是有 

定理120如果 fc 是一个形如 3n + l 的素数，那么 
(mod 1). 

可以进一步推广使用这一论证方法来 证明： 如果给定 fc, 则存在无穷多个 i, 使 
得氏与 Bfc 有相同的分数部分.但是为此我们需要用到 Dirichlet 的定理 15( 或者 
用到该定理6=1时的特殊情形). 

本章附注 


7.2 节至 7.4 节.其中大部分内容遵循的是 Hecke 的书中的第3章. 










复合模的同余式 








8.2 高次同余式 




(c)p, 如果尸(0=0 (mod P) 且 f 是 (8.3.1) 的一个解. 

(8.3.1) 与€对应的解可以由 f 得出.在情形 （b) 中，它可以通过求解一个线性同余 
式 得到; 而在情形 （c) 中，则可以通过向 f 增加浐- 1 的任意倍数来得到. 





X*<™) - IsO (mod m) 

Km) 个根故我们可能认为 (8.5.2) 对所有 m 为真，但这是 错的. 例如当 
时， * 有六个值±1,±2,±4 (mod 9), 且有 
/ m (*)=(x2 - PK® 2 _ 2 2 )(® a - 4 2 )sx 6 -3i 4 + 3x 2 -1 (mod 9). 

正确的推广近期才被 Bauer 发现,它包含在下面两个定理之中. 

126 如果 p 是 m 的一个奇素因子，且是 p 能整除 m 的最高幂次， 
f m ( x ) =!](*- 0=(， _1 _ l)* (m)/(p_1) (modp°). (8.5.3) 

/p • ⑷= Ft ( x - - 1广 _1 (mod p«). (8.5.4) 

*(!>•) 

127如果 m 是供数， m> 2,且2°是2能整除 m 的最高幂次，那么 

f m ( x ) * (rr 2 - 1)糾"*) (mod 2«). (8.5.5) 


当 a >1时有 
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f*(x) = (x- l)(a: - 3)=a: 2 - 1 (mod 4), 
这就是 (8.5.6). 当 《 > 2 时，采用归纳法.如果 

/ 2 o _ 1 ( x )=( x 2 _ 1)2* -3 (mod 2 0-1 ), 

那么 

(mod 2). 

因此 

/2•⑻ =/ 3 -.(x)/ a -.(x-2°- 1 ) 

三 {/ 2 -.(x)} 2 - 2- 1 / 2 .-.(*)/^- 1 (*) 

= {/ 2 -.(x)} 2 1)^ (mod 2°). 


现在转向 (8.5.5) 的证明，需要区分两种 情况. 

(1) 如果 m = 2 M 且 Af > 1，其中 M 是奇数，那么 

/ m (*)s(x- l)^)=(x 2 - 1)4*("*) (mod 2), 

这是因为 （s - 1) 2 =®* - 1 (mod 2). 

(2) 如果 m = 2«M, 其中 M 是奇数且 a> 1,如同在 8.5 节中那样讨论，但是 
改用 (8.5.6) 代替 (8.5.4). 利 m) = 2 a ~ l <t>{M ) 个数 

iAf + T2° 


组成的集合经过模 m 化简,恰好就是集合 t(m ). 于是 

/m(x)= II II (*- 说 -2 a r)(modm) 

*(m) T€t(M) t€t(2«) 

曰 {/：«•(*)} 綱 (mod 2), 


恰如在 8.5 节中一样.由此并根据 (8.5.6) 就立即推出 (8.5.5). 


8.7 Leudesdorf 的一个定理 

可以利用 Bauer 的定理得出 Wolstenholme 的定理115的一个大范围的推广 • 
定理128如果 


则当 2/m,3/m 时有 
当 2/m,3|m 时有 




=0 (mod m 2 ); 


=0 (mod 蠢饥 2 ); 
当 2|m ,3 /m, 且 m 不是 2 的幂时有 

(mod |w» 2 ); 


(8-7.1) 

(8.7.2) 
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当 2|m，3|m 时有 
当 m = 2 a 时有 


(mod ㈠； 


5 m s0 (mod . (8.7.5) 

用 E.n 分别表示取逋中的数的和与乘积，而用 Z \ W 分别表示取通 
t(m) 中小于的那一部分数《的和与乘积，并假设 m = P «gV … . 

如果 p> 2,则由定理126有 

(a^- 1 - 1 )*("«)/(p-») s JJ(x-«) = JJ^Cx-tXx-m + O} 

sJJ^a^ + ^m-t)} (modp a ). (8.7.6) 

对 (8.7.6) 两边 z 2 的系数加以比较.如果 p > 3,左边的系数为0,而且 

故而有 

^n*=n*EHn*i:(h^) 

=hn f E^br o ( mod 〆 )， 

这也就是 

S m a0 (mod p 2 **). (8.7.8) 

如果2 /m，3 /m, 则对 m 的每个索因子应用 (8.7.8), 就得到 (8.7.1). 

如果 p = 3,则 (8.7.7) 必须代之以 

玲(- 1 )*齡 4——) (晒 132 °). 

由于 < P ( m ) 是偶数，且能被3。- 1 整除，这就给出 

5 m ®0 (mod 3 2 *- 1 ). 

这样就得到 (8.7.2). 

如果 p = 2,则根据定理127有 

(X 2 - JJ^a^ + tCm-t)} (mod 2°), 


所以 



s m Ut = |mji<Ei(~i)=(- 1 )^ (m) '4 TO ^ (m) (mod 22o) - 

如果 m = 2-M, 其中 M 是大于 1 的奇数，那么 

鉍 (m) = 2«-_ 

能被2。- 1 整除，且 

5 to sO (mod 2 3 - 1 ). 

这和上面的结果一起就得出 （8.7.3) 和 (8.7.4). 

最后，如果 m = 2°,则有 ^(m) = 2- 2 ,故有 
S m =0 (mod 2 2 - 2 ). 


这就是 (8.7.5). 


8.8 Bauer 定理的进一步的推论 


⑴假设 

m > 2， m = IJp a . «a = \<f>{rn), Up = (p > 2). 

那么呶 m) 是偶数，且当我们在 （8.5.3) 和 (8.5.5) 中令常数项相等时，就得到 
II *=(-1 严 (mod p°). 

t(m) 

容易验证，除了当 m 是 4,p° 以及 2p° 这几种特殊情形以外，数 u 2 和％都 
是偶数，所以除了这几种情形以外，我们总有 n<=l (mod m). 如果 m = 4 ,那 
么 fit = 1 X 3s - 1 (mod 4). 如果 m 是 p a 或者妒，那么 u p 是奇数，故有 
n*=-l (mod p®), 于是有（由于 n* 是奇数 )n 洁-1 (mod m). 




1) X P-2(®P-1 - (mod p 20 ). 

由此推出，除了当 

4>(P a ) - 2i/ - lsp-2 (mod p - 1), 

也即除了 

2i/=0 (mod p-1) 

的情形之外， A 2 v +1 都是 p 2 ° 的倍数. 

定理 130 如果 也 V+1 是 t(p a ) 中每次取 2i/ + 1个数所得的齐次乘积之和， 
且 2i/ 不是 jj -1 的倍教，那么 




f(x)r(-x) + / ，⑻ /(-*)sp{/«(：0 - /(*)/"(*)}. 

由于 /(a^sajP- 1 - 1 (mod p ), 故有 

/«⑻- /(*)/" ⑻ s 2* p -3 _ x 2 **- 4 (modp), 

从而 

f(x)f(-x) + nx)f(-x)^p {2xP- 3 - x^-*} (mod p 2 ). 


错 = = 办 -… ,1 


fc 这种情形下 
g 面的级数全 




/(x)=n(x-*)=n(<-*)=^(i+^+^+•). 

wrb ( 1+ ¥ + ^- + -)' 

f ( x ) f (- x ) = ^( 1 + ^ + ^- + -) 1 (8-8-3) 

其中 57 = (p-1)!, 而诸数 «,6 和 c 都是整数.由 (8.8.1), (8.8.2) 以及 (8.8.3) 就推出 

卜☆菩 +•••)， 

其中 P ⑷是一个整多项式.这样一来,如果 2t/ < p - 3,那么 S 2 u + x 的分子就能被 
P 2 整除. 

定理131 如果 p 是一个素教 ,2t/<p- 3,且 

5 如 +1 = 1 + 22^+1 + …+ (p - 1P+ 1 * 

那么 S 2 v +1 的分子能被 p 2 整除 ■ 

u = 0 的情形即为 Wolstenholme 定理.当《/ = 1时， p 必须大于 5. 

, 1 1 1 
1 + 尹+菸+歹 

的分子能被5整除，但不能被5 2 整除. 

还有许多与此同一类型的更为稍致的定理. 

8.9 2*- 1 和 ( p -1)! 关于模 p 2 的同余式 

Fermat 和 Wilson 的定理表明, 2P- 1 和 (p- 1)! 有剩余1和 -1 (mod p). 但它 
们关于模 P 2 的剩余我们知道得很少，不过它们可以用很有趣的方法加以变换. 

定理132 如果 p 是一个奇素數，那么 

~ ™l + § + ^ + *" p — 2 ( mCM ^ P) - (8.9.1) 

换句话说，狀- 1 (mod p 2 ) 的剩余是 

其中的分数指的都是相伴元 (modp). 

我们有 

2 -=( 1+ 印= 1+ (0 + ... + © =2+ ?®. 
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除了第一项之外，右边的每一项都能被 p 整除 1 且其中 

l\xi = {p-l)(p-2) -{p-l + l)ss{r-3f-i(i-l)J (mod p), 


tejs(-l)«-i (mod p). 

从而有 

( 了 ) = ^* 1 =( _1 )* -1 ^7 (™>d p 2 ), 

XlSsl ~5 + | - (mod p). (8.9.2) 

但是，根据定理 116 有® 

味..士 ( ㈣ … ㈤ - ㈠ +卜…+忐） 

s2(l + i+ . +^) (modp), 


~ 2~4 - ( mod P). 

定理133 如果 p 是一个奇素教，那么 

(p- 1)! ， (-1) 办 -W^- 2 (^^) 2 (mod p 2 ). 

设 p = 2n+ 1. 那么根据定理116和定理132,有 

= lx3x-x(2n-l) = (p - 2)(p - 4) … (p - 2n), 
(-l) n |^f*2"n!-2"n!p(i + i + .. +^) (modp 2 ) 
s2 n n! + 2 n u!(2 2n -l) (mod p 2 ), 

t 

(2n)!=(-l) n 2 4 "(n!) 3 (mod p 2 ). 


① 根据定理 75. 

② 我们只霱要 (7.8.2). 







第 9 章用十进制小数表示数 

9.1 与给定的数相伴的十进制小数 

在初等算术中有一个众所周知的程序可以把任何正数之表示成一个进制 

小数” • 

记 

€ = K J + x = X + * f (9.1.1) 

其中X是一个整数, 0彡 * < 1，®而对 A ■和: r 分开来考虑. 

如果 X>0 且 

10 s < X < 10 t+1 , 

而山和不是I被 10* 除所得的商和余数，那么 
X ^ Ai - lO ^ + X !, 

其中 

0<A! = [10-X] <10， 0^Xi< 10*. 

类似地，有 

X 1 =A a 10- 1 + X a (0^A a <10, 0<^ 2 <10*~ 1 ), 
X 2 =As10 - 2 + X 3 (0 ^ A3 < 10, 0 < X 3 < 10«- 2 ), 


X,-i =A a lO + X, (0 K A. < 10, 0 4X.< 10), 

X a =A, +1 (0 < A.+i < 10). 

从而 X 可以唯一地表示成形式 

X ^Ai lV + Au - 10*- 1 + … + i4 a . 10 + A a+U (9.1.2) 

其中每个 4 都是 0,1,2,... ， 9 中之一，且木不为 0. 将此表达式简记成 

X — AjAj - - - A,A t +i , (9.1.3) 





Xn = ^ + W + ' + W' 

0< 5 n + l = ^<i^. 


L 一个与之相伴的十进制小数 0.0 x 0203 •••(!„••■ 
:教字 ( digit )、 第二位数字 . 

故而级数 




— 0,从而它的和是 a :. 于是可以记 
的缩写. 

n 有/„ +1 = 0,也即某个 10 n x 是一个整数，那么 

On+l = On+2 =…= 0. 

数是有限 ( terminate ) 的. 例如 

磊 = 0.042 500 0…， 

^ = 0.042 5. 显然，: r 的小数是有限的，当且仅当 


誤+誤+ •= 枷+1<士， 










则对 n = n 以及不小于它的 r» 的值, 10 n x 都是整数， 因此； r 在％处 终止. 反过来， 


其中 g 仅有素因子2和 5. 

⑵其次假设 a： = p/g，(p，9) = 1,且（9, 10) = 1，则9不能被2或者5整除•这 
种情形的讨论有赖于第6章的定理 • 

根据定理88,对某个1/有 

10 v sl (mod «), 

满足此式的最小的 v 是必⑷的一个因子•假设 r 取最小可能的值，或者用 6.8 节 
中的语言说成10厲于1/ (mod 9 )或者1/是10 (mod g) 的阶.这样就有 

10-* =^E = (jm±2k = mp + £ = m p + x, (9.2.2) 

9 9 9 

其中 m 是一个整数.但是由 （9.1.4) 得 

10* , x = 10*^ + lO^+i = 10^„ + /„+!. 


由于0 < a: < 1,/„ + 1=*,故而构造十进制小数的程序从人 +1 开始一直往后是重 
复的.从而： c 就是一个周期至多有•/位的纯循环小数. 

另一方面，纯循环小数 0.dia 2 • • • h 等于 


(卷 + 盏+" . + 盖）( 1+ ‘ + 士+. “)= 



其中 （p，《) = 1 且 (Q，10) = 1，/X如同在 (9.2.1) 中那样定义，1/是10 (mod Q) 的阶. 
那么 


10^x = ^X+^, 


其中 ^,X,P 是整数，且 

0 < X < 10**, 0 < P < Q , (P,Q) = l. 

如果 X > 0,那么 10» < X < 10» +1 (对某个 a < M ) 且 X = AiA 2 - -A. +l ,m P/Q 
的十进制小数是纯循环的且有"位的周期.这样一来就有 


以及 


10**x = A1A2 - - - i4 s+ i.dia2 ...61/ 




(9.2.4) 


其中最后的 a +1个6是木,也,… A. + u 而其余的6 (如果还有的话）均为 0. 

反过来，显然任何十进制小数 (9.2.4) 都表示一个分数 (9.2.3). 这样就证明了 
定理135 介于0和1之间的有理数 p/g 的十进制小数是有限或是循环 
的，且任何有限或猶环的小数都等于一个有理數.如果 (P,g) = 1, 9 = 2 ° 5 气且 
max(a,/3) = n， «小教在 /x 位数字以后终止.如果 0M) = 1, 9 = 2 a 5^Q, 其中 
Q > 1, (Q,10) = 1,且1/是10 (mod Q) 的价，那么它的十进制小数有弘位不循环 
教字和位循环教字 • 


9.3 用其他进位制表示数 






































的一个排列.最后那个余数/,就是 

当将 p/g 变换成十进制小数时,对应得到的余数按照 mod 1化简是 

P/2.P/3, - ,pfq- 

根据定理58,这些是（与/ 2 ,/ 3 , •,/,) 完全同样的数，只是次序不同而己，且在一 
个特殊的余数后面的数字序列和以前出现的 S / 9 的后面的数字序列完全相同. 
于是这两个小数仅仅相差周期的一个循环排列. 

数字7所具有的性质对于任何以10为其原根的也都同样成立. 
q 所知甚少,但不超过50且满足这个条件的 g 是 
7,17,19,23,29, 47. 

定理139如果 g 是一个素教，且10是 g 的一个原根，那么 

^ (p= ,«-1) 

的十进制小教均有长为 g-i 的用期且它们 的闵期 仅相羞一个循环排列 • 

9.7 Bachet 的称重问题 

要想称1： 40磅以内的任何整磅重量,最少需要几个砝码： （a) 如果砝 
在天平的某 一边; （b) 如果砝码可以放在天平的两边？ 

第二个问题更为有趣.可以先证明下面的定理以解决第一个 问题. 




适 当的. 砝码1, 2, 4, 8, 16, 32可以称量出63以下的任何重量，而没有五个砝码的 
组合能称暈超过 31. 但对于40来讲,解答并不唯 一• 砝码1, 2, 4, 8, 9, 16也能称貴 
出40以内的任何重童. 



定理141 当政 码可以放在两边时 ， M 1，3,3 2 ,…,3"-»可以称量出 ^(3"- 
1) 以内的任何重量，没有任何其他的少到 n 个缺妈的组合能够有与它同等的称量 
效果. 

(1) 3" -1以内的任何正整数都可以无例外地用唯一一种方式表示成一个 ri 位 
的三进制数，即表示成和 nf a.3«, 其中每个 a„ 是0, 1或者 2. 减去 

1 + 3 + 3 2 + ••• + 3"- 1 = ^(3"-1), 

可以看到,介于 -i(3» - 1) 和|(3" - 1) 之间的每个正的或者负的整数皆无例外 
地可以用唯一一种方式表示成形式 X；6.3-, 其中每个6,是 -1, 0或者 1. 这样一 
来,将砝码放在随便哪个盘子中，就^称量出这些界限之间的任何重 1：.® 因为没有 
浪费,故没有其他由《个砝码作成的组合能称量出更长的一列重量. 

(2) 证明没有其他的砝码组合能称量出这样一列重量稍微有点麻烦.由于必须 
没有浪费，故而显然这些柱码必须各不 相同. 假设它们是 
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如果能证明 t« a+1 = 3 a , 则结论就由归纳法得出. 

最大可以称量的重量是 ^ n 

保持砝码 w s+1 ,---,w n 不变,但从其他的砝码中去掉一些，或者将它们转移到另一 
个盘子里，这样就可以称量出不少于 

- (3* - 1) 

的 每一个 重量.下一个小于它的重 量是灰 - 3*, 这必须是 

W1+W2+ - + W, + IU.+2 + W a +3 + 

于是有 

ti;, + i = 2(wi + + • • • + u>,) + 1 = 3 J , 

如所欲证. 

Bachet 的问题对应于 n = 4 的情形. 

9.8 Nim 博弈 











P 必须从一个正确的位 i 













置，如果第一个玩家走法正确的话，他将获胜.而如果原来的位置碰巧是正确的位 
置，且第二个玩家采用适当的走法,则第一个玩家就会输掉① 


此游戏的一个变种是改为取最后一根火柴者为鍮 (lose). 只要有一堆里有多于 
一根火柴，它的理论是一样的•于是（2, 2) 和 （1, 2, 3) 仍然都是取胜的位置•我们 
留给读者去仔细考虑在游戏结尾时策略上的小变化. 

9.9 缺失数字的整数 


有一个熟知的关于某种整数的悖论，这种整数的十进制表示法中有某个特别的 
数字（比如说像 9) 缺失了 .® 初看起来,似乎这个限制仅会拌除掉“大约十分之一” 
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它当 n — 00时趋向于 0. 

有关数字序列的命题不需要额外的证明，比方说，这是由于在十进制中序列937 
可以在基数为1 000的进位制下视为单独的一位数字 • 

该“悖论”通常表述成更强一点的形式，也就是 .• 

定理144缺失一个给定教字的數的倒数之和是收敛的. 

介于 r*- 1 和矽 之间 的！/ 的个数至多为 （r 一 1产.从而 

fc=l *=1 ' f 

下面来讨论无限小数的某些类似的、然而更加有意思的性质.我们需要几个有 
关点集测度或者实数集合的测度的初等概念. 


9.10 测度为零的集合 














I - 2-—M, I + 2-»-M 

n n 

中含有点 1/n, 且所有这些区间的长度之和（不允许有 重叠） 等于 

sf^2~ n = S, 

可以假设这个数任意的小. 1 

一般说来，任何可數集都是測度为零的. 一个 集合是可數的 (eii 
它的元素可以和整数1,2,之间建立一个像 


可数集的子集是有 B 
有理数可以排列成 


r r r 3' 3* 4* 4* 5' 5' 5' ' 

因而可以写成 (9.10.1) 的形式.故而丑是可数的，于是也是测度为零的. 

的集合有时也称为零集.因此是零集.零集在许多数学问题中，特别是在积分理 
论中是可以忽略不计的. 

可数无穷多个零集的和 S (也就是由所有厲于某个的点所组成的集合） 
是零集.因为我们可以把放进一个总长为 2~ n S 的区间之中，从而 S 包含在一 
组总长不超过 <JE2 - " = J 的区间之中. 

最后，我们说区间 J 中几乎所有的 (almost all) 点都具有某个性质，如果不具有 

此性质的点集是零集.应该将这个术语的意义和在 1.6 节中所定义 r . . 

所用过的定义加以比较.在每一种情形里，所考虑的数（在 1.6 节I 
虑的是正整数，而在这里考虑的是实数）中的“大多数”都具有该性. 

则是“例外的” •① 


9.11 


缺失数字的+进制小数 













也即0, 


外的' 

定义 S 是介于 0( 包含0在内）与 1( 包含1在内）之间所有这样的点的集合，在 
r 进位制下这些点对应的小数中都缺失了数字 6. 这个集合可以如下来生成. 

把 （0,1) 分成 r •个相等的部分 

三 < a < *+ 1 (* = 0,1, ••- ,r.—1). 

每个小区间包含它的左 i 点，但不^含右端点.第 8 个部分恰好包含了其首位数字 
’] 就排除了其首位数 

r 个相等的部分，并 

在它们毎一个所分成的 r 个小区间中去掉第6 + 1个部分.这样我们就排除了小数 
中第一位或者第二位数字是&的那些数.无限重复这个过程，就排除了所有那些小 
数中含有数字6的数，从而 S 就是剩下的数组成的集合. 

在上述构造的第一步中，我们去掉了一个长度为 1/r 的 区间; 在第二步中去掉 
了 r — 1个长度均为 1/r 2 的区间，即去掉的这 r - 1个小区间的总长为 （r - l)/r 3 ; 
在第三步中，去掉的 （r •- I) 2 个小区间的总长为 （r - l) 2 /r 3 - 如此下去.在经 过*: 
步之后剩下来的是一个区间的集合 A， 它的总长度是 



且对毎一个这个集合都包含 5. 由于当 A — oo 时有 

卜卖弓匕卜以 ㈣ 卜 

故当很大时,八的总长度很小,从而是零集 • 

定理145 在任何 进位相 下，小教缺失任付一位教字的点组成的集合都是零 
集： 几乎所有的小數都包含所有可能的数字 • 

这个结果可以延拓到覆盖数字的组合.如果在I通常的十进制小数中从不出 
现937这个数字序列,那么在这个数表示成1 000进位制下的小数时数字 “937” 就 
从不出现.从 而有： 

定理146 在任何进位制下，几乎所有的小教都包含一切可能的由任意多位 
数字所组成的序列 • 

回到定理145,假设 r = 3以及6 = 1. 集合 S 就是从 (0,1) 中去掉中间的 


①这里“例 外的” 一词的定义首次出现在 9.10 节的末鳥处，其含义表示这种小数的全体组成一个涮度 
为零的集合，参见 9.10 节中有关定义和论述.——译者注 


S - 1这样的小数,而且，如 

kb 的那些数. 

接下来把这 r-1 个剩下I 


如果从中删去第6+1个部分，我 ff 












126 笫 9 聿用十进 铡小教 表示教 _ 

第三个 (il)> 然后 再去掉 (o,|) m (|,i) 的各自 的中间第三个 (i |) m 
如此一直下去而得 到的. 剩下的数组成的集合是一个零集. 

对于这个结论而言，去掉还是保留被去除的区间的端点 (end point), 这是无关 
紧要的，因为端点组成的集合是可数的，从而是个零集.事实上我们的定义去掉了 
某些端点，比如! = 0.1, 也包含了另外某些端点，比如像 | = 0.2. 

如果保留所有的端点，则此集合会变得更加有趣.在这种情形下（如果希望保 
留算术定义的话),我们就必须允许三进制小数以2作结束(但本章开头有关小数的 
说明中排除了这种情形).所有分数 P/3" 都会有两种表示,例如| = 0.1 = 0.0 会(正 
因为这个原因我们才作此限制的)，被去掉的区间的端点永远是一个没有一个1的 
小数. 














有的数 


ar.rx.r 2 *,--® 


的所有进位制下都是单正规的.由此立即得出，当 a: 在 r 进位制下表示时，每一种 
数字组合 

bib2"-bk 

都以适当的频率出现.也就是说，如果 n 6 是这个数字组合在 z 的前 n 位数字中出 
现的次数,那么当 n — 00时就有 

(9.12.2) 

我们的主要定 理是： n r 

定理148在任何进位制下，几乎所有的教都是正规的 • 

这个定理包含且超出了 9.11 节中的那些结果. 


9.13 几乎所有的数都是正规数的证明 

只需要证明在一个给定的进位制下几乎所有的数都是单正规的就足 够了这 
是因为假设这点已被证明，且 Shr) 是在 r 进位制下不是单正规的数 x 所组成的 
集合.那么 S ( x , r ), 5(®,r 2 ), 都是零集，因而它们的和仍是 零集. 于是， 

在以…为基数的所有进位制下都不是单正规的数的集合 TXa;，；') 是零集•使 
得 a 在所有这些进位制下都不是单正规的数组成的集合 r(ra;,r) 也是零集，同样 
的结论对 T ( r ^ x , r ), T ( r ^ x , r ),. - 也成立.因此,这些集合的和，也就是在 r 进位制 

且工钿的抓抽新的电厶 ru^ t \ 县觉鱼 r/(V 9 A . r "*. 3 V … 的和县 









C. + r-« (« = 1,2, - ,p) 

之中.从而 5 n (/i) 包含在一族总长不超过 

r-"p(n,m)<e-^ a /« 

的区间之中.又如果 T n { S ) 是所有 n 超值满足 (9.13.5) 的数组成的集合，那么 T n ( S ) 
可以包含在一族总长不超过 

E e -K^/n =2 ^2 e - K ** a / n < 2 E e -iK M a /n e -iKp/n 


使得 (9.13.5) 为真的那种数的集合心卩).则 U n {6 ) 是诸集合 
2n( 5), Tjv+rW. Tw+ar ⑷，… 

[也就是满足 n = fcT •以及*彡 iv 的诸个集合 T n (5)] 的和.于是它可以包含在一族 
总长不超过 如 

L £ kre~^ Ksakr = v(N') 


①确实，对所有 m 均有 p ( n , m ) < 1 


















有关这几节的主要内容，请见 Borel, Lecons sur la tMorie des functions (1914 年第二 
版)， 182-216 K. 定理 148 被人们用多种方法作了拓展，此定理原来是由 Borel 在1909年证 
明的.有关的说明以及参考文献目录，见 Kuipers 和 Niederreiter 的书，69>78页. 

Champemowne [Journal London Math. Soc. 8 (1933), 254-260] 证明了 0.123 …是正 
规的. Copeland 和 Erd6 [BvlUtin Amer. Math. Soc. 52 (1946), 857-860] 证明了：如果 
ai ,a 2 , …是任何整数的递增序列，且对于毎个 e > 0以及 n > no(e) 都有< n ,+e , 那么 
小数 


(它是在任何进位制下依次写出 o„ 的各位数字所形成的数）在该进位制下是正规的. 



1.1 有限连分数 



个连分數.连分数在数学的许多分支中都很重要，尤其在用有理数逼近实数的理论 
中更是如此.形式上更为一般的连分数（其中的“分子”不全是 1) 也有很多，不过 
这里并不需要它们. 

公式 (10.1.1) * 琐而不方便，我们通常用 

1__.•丄 

<*1+ + UN 

或者 


来记连分数.称 ai ， a 2 , …，是连分数的部分商 (partial quotient), 或者简称为商. 
通过计算得:® 

r 1 OO r 1 OiOo + 1 r , 勿勿知 + 02 + Oo 

M = 了， [ao,ai] = ———, [ao,ai,aa] = —- • 

显然对1 < n < AT 有 

[ao,Oi] = ao + ^-, 

[O0 ， ai, … jOn-i.On] = fao.Oi, •• - ， On-2,On-l + 丄 


(10.1.2) 

(10.1.3) 


①这里的记号和 6.11 节的记号之间有一点冲突,本章后面（例如10. 5 节中）还要再次用菊这个记号. 
在 6.11 节中，[: r ] 定义为 x 的癦敷部分，而在这里 [aol ttS 指的 ao . 由于这里仅仅将 [ ao ] 作为 
[ oo , ai ,--, an ] 的特殊情形，这种多义性应该不会使读者产生灌淆.这种意义的方括号很少出现括 
号内只有单个字母的情形，因而不那么重 5. 






10.2 连分数的渐近分数 

称 

[ao.oi, •• - ,On] ( O ^ n ^ N ) 

是 [ao,ai, ••- ,ajv] 的第 n 个渐近分数 (convergent). 用下面的定理容易计算出渐近 
分数. 





= OniPn-iqn-2 - Pji-iQn-l) = (-l)"o„. 
定理 150 函数 p„ 和扣满足 

PnQn-1 -Pn-lQn = 

Pn_ Pn^l = (-I )" -1 

9n Qn-1 Qn-lQn 
定理 151 函數如和 9 „满足 

PnQn-2 - Pn-2q n = (- l ) B o „, 


(10.2.5) 

(10.2.6) 

(10.2.7) 

(10.2.8) 


10.3 有正的商的连分数 

现在来给部分商 o„ 指定数值，这样就对分数 (10.1.1) 以及它的渐近分数给定 
了数值.我们总是假设 

勿 > 0，"，妨 > 0,® (10.3.1) 

且通常也都是整教 (integral), 在这种情形下，连分数称为两单卜此切^连分数 • 
为方便起见，首先证明三个定理（下面的定理152〜 154), 这些定理对部分商满足 
(10.3.1) 的所有连分数均成立.记 

x n = ^, X = X N , 

Qn 

因此该连分数的 值是; CiV 或者： T. 

由 (10.1.5) 推出，对2 < n < JV 有 

* = [O0j «*li • • * »OAf] = [OOiOli ••- .On-lJOn.On+l. ••- ，《 * 汉 ]] 

_ [On ， On+1 . …， a"]p n -i + Pn-2 (10 3 2) 

[«n. On+ 1 , …， <*Jtf)9n-l + 9n-2 


① 00 可以是负败. 



定理 152 偶項的渐近分數 a: 2 „ 随 n 的增加而严格递增，而奇項的漸近分數 
奶》+1随《的增加而严格递戒 • 

定理153 每一个奇項的渐近分教大于任意一个供項的斯近分數 • 


定理154 连分數的值大于它的任意一个《項渐近分數的值，而小于它的任 
意一个奇项渐近分数的值[除非它等于它的最后一个渐近分数（无论该渐进分數是 
偶项还是奇项）的值]. 

首先每一个如都是正的，因而，根据 （10.2.8) 和 (10.3.1), *„ - ® n -2 的符号是 
(-1)". 这就证明了定理 152. 

其次,根据 (10.2.6), *„ - x n _! 的符号是 (-1)"- 1 , 故有 

*2m+l > *2m- (10.3.3) 

如果定理153不真，则对某一对 m,/i 就有 


*2m+l ^ *2<i- 

如果 n<m, 则根据定理152有 X2m+l < x 3 m, 而如果 H > m, 则有 *2/1+1 < ®2fi. 
而每一个不等式都与 (10.3.3) 矛盾 • 

最后，是偶项渐近分数中的最大值,也是奇项渐近分数的最小值，故而 
无论哪一种情 


1154皆为真. 


10.4 简单连分数 

现在假设诸 a„ 均为整数,且该连分数是简单连分数.本章其余部分将关注简 
单连分数的特殊性质,而其他的连分数则仅仅偶尔出现 一下. 显然, Pn 和扣均为 
整数，且还是正 数如果 



10.5 用简单连分数表示不可约有理分数 

任何简单连分数 [ao,a lt .-,a N ] 表示一个有理数 

在本节以及 10.6 节中我们要证明：反过来，每个正有理数: e 都可以用一个简单连 
分数来表示,且除了有一点歧义外，这个表达式是唯一的 • 

定理158 如果； c 可以用一个有奇教个（供数个）渐近分教的两单连分数来 
表示，那么它也可以用一个有供教个（奇教个）渐近分教的简单连分數来表示. 
这是因为如果 On >2, 则有 

[ao,oi,- - ’OfJ = (ao.oi, • • - »<*»» - 1,1]» 

而如果 a n = 1, 则有 

[ao,ai, ••- ,On_i,l]= 【 ao ， ai，". ,On- 2 >an-i + !]• 
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以外，我们有 o„ =[<】，即 On 等于 < 的整数部分•① 

如果 N = 0 , 那么 oo = aj , = [0(,]. 如果 JV > 0,那么 

< = <*» + (0 ^ n < AT - 1). 

现在除了当 n = N - 1时有 =" l 以及 a N = 1以外，我们有 


«； +1 > 1 (0<»< iV - l ). 


从而在除了指出的情形之外均有 


因此在任何情形下都有 


(0< n < AT - l ) 


(10.5.2) 


oat = ajv =心]. 

定理 160 如果两个简单连分教 

[aoi «*1，…， ay], [60,61， ... ， 6m ] 

有同样的值: c ， 且> 1,6 m > 1,那么就有 M = AT 且这 兩个连 分數完全相同 • 
说两个连分数完全相同，指的是它们由同样的部分商序列构成. 

根据定理159, ao = [ x ]= bo . 假设两个连分数中前面 n 个部分商已经相等，且 
a ' n X 是它们的第 n 个完全商.那么 

X — [ao.Oi, •• - ,0*1-1,^] = [ao.Oi, -- .On-i.bJ,]. 


如果 n = 1, 则 

ao + 会 = ao + 会， 

01 = 6；, 于是根据定理 159 有处= 6丨.如果 n > 1,则由（10. 5 .1)有 

ajtPn-l +Pn-3 _ +Pn-2 

a^qn-l + q n -2 Ki9n-l + Qn-i' 

( O ^- VJipn - iqn-2 - Pn -29 n - l ) = 0. 

但根据定理 150 有 Pn - l 9 n -2- Pn - a 9 n-l = 故有 < = 咯由定理 159 就推 

an 例如!*现在假设 N ^ M . 那么我们的论证 表明： 对 n <汉有 

如果 M > N , 则根据 (10.5.1) 就有 , 

尝= [ ao , 句 ，…， 叫]= [ ao , 勿，…， 叫， b N+1 , …’ M = 

①在这里，我们将方括号的习惯用法回归 a 与 6.11 节中的定义相一致 • 
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定理 162 —个有理數恰好可以用两种方式表示成一个有限简单连分数，一 
种形式带有偶数个渐近分数，而另一种形式則带有奇数个渐近 分数. 在一种形式中， 
最后的那个部分商是1，而在另一种形式中，最后那个部分商大于 1. 


10.7 连分数与其渐近分数的差 

>0. 根据 (10.5.1), 对 1 < n < 


我们还有 i 

x -^ =x -^-k 

如果记 

= ai . q'n = a f n q n -i + q n -2 (1 < n < iV ) 
(于是，特别有‘=狄)， 则得： 

定理163 如果 l < n < JV - l ， 那么 

工上字 • 

?n Mn+l 

这个公式给出了定理 154 的另一个证明. 

其次，根据 (10.5.2), 除了当= 1时有 

0 JV -1 = 

JV -2 总有 

<*n+l < <+： 

略这种例外的情开 

91 = <»1 < <*1 < o： 


这一情形以外，对 n < - 2总有 

° n+l < ° n+l < ° n+l ― 


这样一来，如果暂时忽略这种例外 

C Oi + 1 < ft , 

且对 l 《 n < JV -2 有 

9J.+1 = <+iQn + qn-1 > a„+i9„ + < 

成 +1 < On+l 9 n + qn-1 +Qn = Qn+1 + 9 n < a 

由此得到 

- (n<JV-2), 


9 f»+i 





的情形之外，两处均只有不等号成立. 


10.8 无限简单连分数 
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定理165 如果 oo.ai, «2, • • 是一个满足 (10.3.1) 的整教序列， 那么杯 = 
[ oo . oi , ••- , o „] 当 noo 时趋向一个板限 a :. 

可以把这个结果更简洁地表 述成： 

定理166 所有无限简单连分教都是收敛的 • 

如在 10.3 节中那样，记 

- = (°0,Ol .•- t On], 


并称这些分数是 (10.8.1) 的渐近 分数. 我们要证明这些渐近分数趋向一个极限. 
如果 N 彡 n， 则渐近分数 a:„ 也是 [ao.OL - . -.aA,] 的一个渐近分数.因而根据 



列有 上界； 而每个奇项渐近分数都大于吻，故而奇项渐近分数组成的递减序列有 
下界.从而偶项渐近分数趋向于一个极限奇项渐近分数趋向于一个极限&，且 

6 < 6 . 


最后，根据定理150和定理156有 

从而有 6=6 = x(x 是某个实数)，因此连分数 (10.8.1) 收敛于: c. 
附带我们还看出有 


它的任何一个偶項的渐近分教. 

在这里以及后面,我们经常用“连分数”来作为“连分数的值”的缩写 • 


10.9 用无限连分数表示无理数 














10.11 等价的数 


145 


以及 

这也就是 


.PnC+Pi»-l 

9 nC + 9 n-l' 


x = [ao.oi, •• - ,o„,Cl. 

如果将 < 展开成简单连分数,就得到 

C = [On+li<*n+a»---]i 

其中 <*n + l = > 1. 故而 

x — [flo，fli， … l a n> a n +i,a n+ 2>"']> 

这是一个简单连分数.然而和 p n /q n ，抑 R/S 和 P/Q 是这个连分数的 
相邻的渐近分数，且 C 是它的第 n + 1个完全商. 


10.11 等价的数 


如果€和》?是两个数,它们满足 


其中 a,b,c,d 是满足 ad-bc=±l 的整数，那么就称 e 是与 V等价的. 特别地， e 与 
自己等价® 


如果€等价于》7,那么 

1] = (—<0(—a) — bc = ad — bc= ±1, 

故而 r; 也与$等价.因而这个等价关系是对称的 • 

定理173如果《和 T? 等价，且》7和 C 也等价，那么 f 和 C 也等价. 


V = : 出 -Vd = ±1, 



A = aa ' + bd , B = al / + bd ', C = ca , + dc , , D = dbf + dd !, 
AD-BC = ( ad - bc ){ a ' d ! - Vd ) = ±1. 


①此时有 a = d=l，6 = c = 0. 



我们还可以把定理 173 表述成该等价 
SC 分成为由等价的无理数组成的类. 

如果 A 和 A 是互素的整数，则由定理 


关系是传递的.依据此定理，可以把无理 
25知，存在整数 A ' 和使得 


那样就有 


h h '0 + h 





其中 od-te = -1. 从而任何有理数 V* 都与0等价，于是根据定理173, fc/A: 与任 
何其他的有理数都等价. 


定理174 任何两个有理數却是等 价的. 

下面仅讨论无理数,它们可以用无限连分数来表示. 


定理175 兩个 无理数《和是等价的，当且仅当 

[ao，(*l,... ,Om，Co，Ci，C2，...j， 》? = ，6n,Co,Ci，C2,...j， (10.11.1) 

即 f 中部分商序列在第 m 項之后的部分与中部分商序列在第 n 項后的部分完 
全一样. 

首先假设€ 和”由 （10.11.1) 给出，并记 

w = [oo,ci,0a,'"]- 

那么就有 

。—，…〜十二+ ::三’ 

且有 Pm qm-1 -Pm-lQm = ±1,所以 《和 J 是等 价的. 类似地,和 W 是等价的，从 
而€和 W 也是等价的.因此条件是充分的 • 

另一方面，如果 C 和是两个等价的数，就有 

ad —6c = ±l. 

可以假设吒 + d > 0,因为如若不然的话，我们就可以将其中的系数换用它们的相 
反数来代替.当我们用连分数算法将 f 展开时,就得到 







根据定理 171 有 


从而 
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A „ = a ( x9 „_ i + +bq n -i 

= (a® 2 + 6x + c)^，! + 2aa:5„_i + ap^- + h 
= 2axS n -i + a^ -1 + bS n -i, 

且有 

|^ n |<2|ax| + |o| + |6|. 

其次,由于 C„ = 从而也有 

|0,|<2H + W + |6|. 

最后，由 （10.12.4) 得 

fl2<4|il B C„| + |6 2 -4ac| 

<4(2|ax| + |a| + |6|) 2 + |b 2 -4oc|. 

于是人， B„ 和 C7„ 的绝对值都小于与 n 无关的数. 

由此推出,仅有有限多组不同的三元组 (An,B n ,C n ), 且我们可以求得一个三元 
组 (A,B,C), 它至少出现三次，比方说是 (A ni ,B ni ,C nx )s (An 2 ，B„ a ，C7„ a ) 和（人 3 , 
于是全都是 

Ay 2 + By + C = 0 

的根，故其中必至少有两个是相 等的. 不妨设 a、， = 那么就有 
®na = °nn «n*+l = «»i+l， …. 

故而该连分数是周期连分数. 

10.13 某些特殊的二次根式 

只要按照 10.6 节中的算法去执行，一直算到出现循环为止，就很容易求出像 
力或者力这样特殊根式的连分数.这样就得到 

= 1+ 忐 (10 - 181) 


v^3 = 1 + ^p^j：i^j： 2 +••• = (10.13.2) 

y/5 = 2 + = [2,4], (10.13.3) 

^=2+ ^^Th- =[2Xl ' U] - ( 10134) 








10.14 Fibonacci 数列和 Lucas 数列 


数列 （《„)， 或者说 

1，1,2,3,5,8,13,21，… （10.14.2) 

通常称为 Fibonacci 数列，其中头两项是叫和 ti 2 , 而后面的每一项是它前面两项 
的和.当然，有与之类似但头两项取其他值的数列,最有趣的是数列（仏),也就是数 


来定义的.这样的数列曾被 Lucas 以及后来的学者们（尤其是 D. H. Lehxner) 仔细 
研究过，它们有非常有趣的算术性质•在第15章里有关 Mersenne 数的问®中我们 
还会再次遇到数列 (10.14.3). 

这里要指出这些数列的某些算术性质，尤其是关于数列 (10-14.2) 的 性质. 







且根据 （10.14.6) 有 


(10.14.10) 


成立.于是，如果（《»»，《„) = /»,就有 

ft|u m , A |u an -»/» |2u d . 

如果是奇数，则如果 / l 是偶数，则和都是偶数,所以根据 （ ii ) 和 
( iii ) 可知， Urm , U ,„, VrTO) t； sn 也全都是 偶数. 这样一来，就可以将 (10.14.10) 写成 
= +U m Qwrm), 

由此和以前一样可以得出 hlua， 故在任何情形下均有 A |砌.根据 （ iii ) 又有 U d t « m , 
所以 

从而有 
这就是 ( iv ). 

最后,如果 ( m , n ) = 1，由 （ iii ) 有 


根据 （iv) 又有（《„，《„)= 1•于是 

特别地由 （iii) mn ： 仅当 m 为 4( 此时 u 4 = 3) 或者 m 是一个奇素数 p 时才能 

是素数.然而 Up 不一定是 素数： 例如 


定理180 每个索数 p 都整除某个 
多个数).特别有： 

如果 p = 5m ± 1，則有 


= 953 x 55 
Fibonacci i 


945 741. 

数（于是也必整除其中的无穷 


而当 p = 5m ±2时，則有 


由于« 3 = 2以及«5 = 5, i 
(10.14.1) 推得 



其中最后一项当 n 为奇数时是当 n 为偶数时是 n x 5&- 1 .如果 n = p, 
则根据定理71和定理83有 

2»»- 1 sl 1 5作(晨 ) (mod p ). 

故而诸二项系数中除了最后一个以外（最后一个为 1), 全都可以被 p 整除.从而有 
由 (10.14.8) 就有 

tip-itip+i— 0 (modp). 

又因为 （p - l,p+l) = 2, 故由定理 179(iv) 有 

(tip_l,tl p+ i)=li2 = l. 

于是和 tVH 中有且仅有一个数能被 P 整除. 

为了区分这两种情形，在 (10.14.11) 中取 n = p + 1. 那么就有 
Vrip+i = (p+l)+0 + … + (p +1)5 柃- 1 ). 

这里除了第一个系数以及最后一个系数以外，其他所有的系数均能被 p 整除尸所 
以有 

2» Vh =1+(:) (mod p ). 

这样一来，当= -1，即 ps ± 2 (mod 5) 时有 tip+isO (mod p ), ® 而在相反 
的情形则有 «p-i=0 (mod p ). 

15.4 节将给出定理180的另一个证明 • 

10.15 用渐近分数作通近 

我们来证明一些定理以结束本章，这些定理的重要性在第11章中会表现得更 
加突出. 

根据定理171, 

lfc _x l < S , 

所以 Pn / q n 提供了对 o： 的很好的 逼近. 下面的定理 表明： 在所有不比 Pn / q n 更复杂 
的分数中，也即在所有分母不超过扣的分数中，分数 Pn/ 扣给出了 0：的*佳逼近 ■ 


① 根据定理73, ( P + ^ ( 其中3 $ 1/ $ p - 1) 是整数_其分子含有 p, 但分母不含 P. 

② 根据定理 97. 17 



定理 181 如果 n> 1，® ，且 ，郢么 

它还包含在一个更强的定理之中，此即 


定理182如果 

可以假设 ( p , g ) = 

故而只要在 q n -i 
证明. 

首先，假设 g 


(10.15.2) 


0 < 9 < 9n, 且 那么 

bn- Qnx \ < |p - qx \ . 

=i. 又根据定理 in 有 

bn - q n x \ < bn-l - , 

q ^ q n 的假设条件下来证明定理就够了，下面用归纳法来加以 


，那么，如果，就有 

卜去. 

但是由定理 in 和定理156有 

fe - 七 


I 卜 HH, 

.，所以 P /9 既不等于 Pn - l /9 n - l , 也不等于 Pn /加 •如 


那么 
故而有 
类似地有 


HPn + VPn-1 =P, Mn + vq n -i=q, 
/i(Pn?n-l - Pn-lQn) = PQn-1 - 9Pn-l. 
M = ±(Mn-l - 9P»-l)- 
V = 士 (P9n — gPn). 


) 对 n > 1 陈述定理 181 和 182 是为 了避免 无童义的复杂情形.我们的证明对于 n = 1依然正确， 
除非《 = 9 n+i = 2,而这种情形仅当 oi = a a = l 才是可 能的. 此时有 



除非该分数在第二个1处就己终止.如若不然，那么 Pl/qi 就比任何其他的整 ft 更接近但在例 
外的情形 s = oo + ^存在两个与：等距的整数，从而 （10.15.1) 有可能成为 等式. 





其中 


e = ±l ， 


可以将 p / g 表示成有限连分数 


0<0<|. 


[00 ， <*1 ， … ,a»J. 

根据定理158可知,我们可以自行决定取 n 为奇数或者偶数，故不妨假设 




其中 Pn /9„, 的连分数的最后两个渐近分数.这样就有 
£g = Pg- g = Pnqn ~ l ~ Pn ~ l9n = , (一 1 广 1 、， 

始 9 n gn ( wg „+? n - l ) 9 n ( w 7 n +9 n - l ) 




(因为 0 < 0 < !)• 这样,根据定理 l 72 可知， Pnd / fe - i 和 Pn / 扣是工的相邻接的 
渐近分数.但是 P „/«„= p /9. 这就完成了定理的证明 • 


本章附注 


10.1 节.本章以及第 11 章里的许多证明#是效仿 Perron 的 KeUenbriiche 以及 Irra- 
tionalzahlen 这两本书中的证明给出的，前一本书包含了有关这个问题的早期历史的完整的参 
考文献 . 在 C_ls 的 Z 
的 Analytic theory of cc 
些用英文写的说明 . Stark ft 
10.12 节 . 定理 r 
(Perron, Kettenbriiche, 77) 厲于 Charves. 

10.13 节至 10.14 节.关于 Fibonacci 数列以及类似的数列有大童的参考文献•见 Bach- 
mann, Niedert Zohlentheorie, ii, 第 2 章 ; Dickson, i, 第 17 章 ; D. H_ Lehmer, Annals 

of Math. (2), 31 (1930), 419-448. 


W 址明苗出的， M — 牟节扭百 J 天込平期刃 XHV 兀翬 
iophantine Appnmmation. Olds 的 Continued Fractions 以及 Wall 
itinued fmctioru (New York, van Noretrand, 1948) 这几本书中有一 
k 的 Number Theory 一书中给出了一些附加的参考文献和资料 . 
r 是 Lagrange 对于这个理论的最为著名的 贡献. 这里给出的证明 



第 11 章用有理数逼近无理数 

11.1 问题的表述 


本章考虑的问题是用一个有理分数 


来逼近一个给定的数€ (通常是个无理 数). 我们始终假设0 < ^ < 1,且 P / g 是不可 
约的.① 

由于有理数在连续统中是稠密的,故而对任何匕都有任意接近它的有理数存 
在.给定€和任意正数 e , 则存在一个 f = p / 9 使得 

k-fl = || -和 e. 

任何数都可以用有理数按照给定的精确度来作 逼近. 我们现在 要问： 可以怎样简单 
地通近 f 或者换一个等价的说法，我们可以怎样快地逼近 f? 给定 f 和 e，p/g 香 
要有多复杂（也就是 9 要有多大）才能确保给出的逼近达到精确度 e? 给定《和 g 
或者 g 的某个上界，逼近的精确度 e 可以达到多小？ 

我们已经做过一些工作来回答这些问厘.例如，第3章中（定理 36) 己经证明 
了 ：给定 f 和 n , 

故而更加有 

叫. 1 ) 

而第10章中利用连分数证明了若干个类似的 定理产 不等式 (11.1.1) 或者同 一类型 
的更强的不等式将会在这一章里反复出现. 

当我们更仔细地研究 （ li . i . i ) 时,可以立即看出必须要区分两种情况. 

⑴ f 是一个有理教 fl /6. 如果 r * #那么 

|r - 叫卜. (111 _ 2) 

所以 （11.1.1) 包含 g < 6. 于是 (11.1.1) 仅有有限多个解. 

⑵之 是无理數.此时 (11.1.1) 有无穷多个解.这是因为，如果是《的连 
分数展开式中的任何一个渐近分数，则由定理171有 

① 除了在 11.12 节以外，本章其他地方均这样 fi 设. 

② 见定理171和定理 183. 






故而；是一个 解. 

定理185 如果$是无理數，則有无穷多个分数 p/g 满足 （11.1.1). 
11.3 节将给出另外一个不依赖于连分数理论的证明. 


11.2 问题的推广 

可以从两个不同的观点来看我们的问题.假设《是无理数. 
(1) 首先来考虑 e. 给定&对什么样的函数 





3p,«, | 卜卜 7 (11-2.1) 

或者说，对于什么样的与？无关的函数 

(11.2.1) 对毎个$以及每个正的 e 均为真？显然，当 e 趋向于0时，具有这些性质 
的任何*都必定趋向于无穷，但是它趋向于无穷越是慢一些，它起的作用就会更好 
—些. 

的确有某些函数$具有所要求的 性质. 例如可以取 
以及取 g =屯这样就存在一个 D 使有 



因此这个$满足我们的要求.如果可能的话，剩下的问埋是要求寻求$的更为有 
利的形式. 

(2) 可以首先来考虑 9. 给定匕 对于什么样的与9 一起趋向于无穷的函数 
以下的结论为真： 



或者说，对于什么样的与《无关的函数 

♦= 彡(《)， 















就得到 


里数,那么就只有有限多个解 . 35 我们需要证明，当$是无理数时有 


3p ， 9 , 

(它和定理36中的结果几乎是一样）以及 

这就是 (11.1.1). 

如果 < 是有理费 
无限多个解.假设 

是它所有的解.既然€是无理数,所以存在一个0使得 

然而那样的话 （11.3.1) 中的 p/g 就满足 

故而 p /9 不是诸 P./gs 中的任何一个,这是一个 矛盾. 于是此时 (11.1.1) 的解的个 
数无穷 • 

Dirichlet 的论证方法证明了 ：祆接近于一个整数，所以 （90 接近于0或者1, 
我们对这两种情形不加以区分 • 11.1 节中的讨论给出更多的内容 ：因为 

根据 n 是奇数还是偁数而取正4或者负值，交替地取稍小于或者稍大于 


11.4 通近的阶 

称《可以用有理数作阶为 r» 的逷近,如果存在一个只与《有关的《⑹，不等式 
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有无穷多个解. 

我们可以排除 S 是有理数这一平凡的情形.如果回过头来看 (11.1.2), 并注意 
到方程 bp — aq = l 有无穷多个解，就 得到： 

定理186 对有理數可以作出1阶逼近,且没有更高阶的逼近 • 


于是可以假设 C 是无理数.根据定理171有： 

定理187 对任何无理教可以作出二阶逼近 ■ 

当€是二次根式时（也即是一个整系数的二次方程的根)，我们可以走得更远 
一些.有时可以把这样的$说成是一个二次无理数,或者简称为“二次数”. 


定理188 对二次无理數可以作出二阶逼近，且不可能有更高阶的逼近. 

根据定理177知，二次数€的连分数是循环连分数.特别地，它的商 ® 是有界 
的,所以有 


0 < 0„ < Af ， 


其中 M 只与4 有关. 从而由 （10.5.2) 有 

9^»+1 = <*n+l«n + «n-l < (<»n+l 

f 9n+l <[M + 2)q„. 类似地有 g n 


改而更有 9n4 
现在假访 


Qn-l < 9 < 9n- 

那么 < {M + 2)q, 又由定理 181 有 


其中 K = (M + 2)- 3 , 这就证明了定理. 

定理188否定的那一半是我们将要在 11.7 节中不用连分数来证明的一个定理 
(定理 191) 的一个 特例. 这需要一些初步的说明以及一些新的定义. 


11.5 代数数和超越数 

代数數 (algebraic number) 是这样一个数: r, 它满足一个代數方程 (algebraic 
equation), 也即一个形如 


Oo* n + Oix" -1 + • • • + On = 0 (11.5.1) 

的方程，其中 ao.ai, • •• 皆为整数,且不全为 0. 

不是代数数的数就称为超越数 (transcendental). 


①这里的商指的是连分数的“部分商”，参见10_1节中定义部分商时作者所做的一个说明.以下同此， 
不再说明.——译者注 




11.6 超越数的存在性 



一个超 越数把 

①亊实上 ， f 


I 方程 Q 0 * n + ail 71 - 1 + - + an = 

有关它的证明参见 Hecke 66,或者 









定理 191 一个 n 次的实代數數不可能有高于 n 阶的逼近. 
一个代数数 S 满足一个整系数方程 

/( f ) = Oof * + Oif * -1 + ••• + o „ = 0. 

存在一个数 M (0 使得有 


\ f \ x )\ < M «-1<*<{ + 1). ( H .7.1) 

现在假设 P /9 〆 f 是 S 的一个逼近.可以假设此逼近足够接近&从而得以保证 
p/q 位于 R U + 1) 之中，且它比/(*〉= 0的任何其他的根都更接近于所以 
f ( j >/ q ) ^ 0. 那样就有 

I ，⑸卜 —广 - … 1 々 ㈣ 

这是因为它的分子是一个正整数.又有 

/ ( ff ) =/ (?)' /(0 = (? _€ ) m (1173) 

其中工位于 p /? 和€之间.由 （11.7.2) 和 (11.7.3) 推出 

IH 署忐4 

于是？ 不可能有高于 n 阶的通近. 

n = 1和 n = 2的情形包含在定理186和定理188之中.当然，这些定理中既 
包含有肯定的结论，也包含有否定的结论. 

( a ) 例如，假设 

f = 0.110 001 000…= 10-” + 10- 21 + 10 -31 + • • • ， 


又设 n > iV ， 且^ 是这个级数的前 n 项 之和. 那么就有，比方说 


从而$不是一个次数小于 w 的代数数.但由于 iV 是任意的，故而€是超 越数. 

(b ) 银设 ,丄^__ 

10 + 10 2 | + 10 3| +…’ 

又设 n > #，且 ^ 


是 S 的第 n 个渐近分数.那么 



扣 < (甸 + 1)(02 + 1) … (On + 1) 

< ( 1 + s)( l + ik) •( 1 + i^) ,，iaa ' 

< 2aiOa … o„ = 2 x 10 ll+ ,+nl < 10 2 ⑽ = <*三， 

可以与以前一样断言 € 是超越数. 

$ ai 92 it ^ io -'+ io -'+ io -'" + ... 和 f 

是超越数. 

显然,我们可以用其他的整数来代替10,还可以用许多其他的方式来对它的构 
造加以变化.这种构造的一般原则可简单归 结为： 由有理逼近的一个充分快的序列 
所定义的数一定是超 越教. 而正是像 v /5 和这样最简单的无理数是具有 
最慢通近的无理数. 

要证明一个“自然”给定的数是超越数要远为困难得多.我们将在 11.13 节至 
11.14 节中证明 e 和 n 是超越数.即便是现在也只有很少的几类超越数是已知的. 
例如，这些数类中包括 

e, n, sinl, 而⑴， In 2, j^|, e*. 2^, 

但不包括2«、 2"、# 以及 Euler 常数 7 . 对于后面这些数，至今尚未证明出其中任 
何一个数是无理数. 


11.8 对任意无理数的最佳通近的度量 











这样就有 


• _(SV^= (|g + p) - l^ 2 =P 2 +P9-g 2 - 
当 q 很大时，左边在数值上小于 1, 而右边是整数.于是有 p 2 +pq-q 2 =0 , 也就是 
(2p + q) 2 = 5q 2 , 而这显然是不可能的 • 

11.9 有关连分数的渐近分数的另一个定理 

本节主要为了 证明： 

定理195 «的任柯三个相邻接的渐近分数中必至少有一个满足 (11.8.2). 

这个定理可以和第10章中的定理183加以比较. 

记 

^ = 6 n + i - (11.9.1) 

9 n 

那么 

故而只要证明对于 i 的三个值 n - l , n,n + l , 

a'i+bi^^ (11.9.2) 

不可能都为真就够了. 

假设 （11.9.2) 对 i = n - 1和 i = n 均为真.则有 
<» n-l = On-l + 4- 

以及 

J — = + 6 n - I * (11.9.3) 

On Qn-2 

^- + ^=« U +6 n - l <>/5, 

从而有 " 

l = a t n ^-^(y/5-b n ) 

这也就是 n 

b n + ^-^y/5. 

由于 fc „ 是有理数,且心 < 1，故等号应 S 排除在外.从而 





lP n -bnVB + l < 0 , Q >/5- b n y 6„>|(>/5- l ). (11.9.4) 

如果 (11.9.2) 对 i = n + 1 也为真，则可以类似地证明 

6» + 1>|(>^-1). (11.9.5) 

从而 (11.9.3), ®(11.9.4) 和 (11.9.5) 就会给出 

On = - b n < |(>/5 + 1) - |(>/5 - 1) = 1, 

这是一对矛盾.这就证明了定理195,而定理193则是它的一个推论. 

11.10 具有有界商的连分数 

在定理193和定理195中，数 W 有着特殊的地位，这两个定理的证明依賴于 
数 (11.8.1) 的特殊性质.对于这个（，毎个 o „ 都是1;对于与这个数等价的数在 
10.11 节的意义下，从某处开始往后所有的 o „ 也都是 1. 然而对其他任何一个5, ％ 
的值对于无穷多个 n 来说至少是 2. 自然可以假设,如果排除掉与 (11.8.1) 等价的 
那么定理193中的>/§就有可能被某个更大的数所代替，实际上这也是正确的 • 
任何不与 (11.8.1) 等价的无理教5有无穷多个有瑾逼近，它们满足 

|卜 € 卜六. 

除了 v /5 和之外，还有其他的数存在，这些数在这种特征的问题中起着特殊的 
作用，但是这里不能进一步讨论这些问题了. 

如果 a„ 不是有界的，也就是说，如果 

lim On = oo , (11.10.1) 

那么就可以取到任意值,且对每个正数£和无穷多个 P 与 9 的值有 

If - 《卜会. （11.10.2) 

下面的定理表明,这个结论在一般意义下为真，这是因为在 9.10 节的意义下 (11.10.1) 
对“几乎所有的”4为真 • 

定理196 a n 对几乎所有的$都是无界的，使如为有界的$作成的集合是 
零集. 

可以只限于讨论(0，1)中的 C (故有 ao = 0)，又因为有理数的集合是零集，故而 
可以限于讨论无理数$只要证明其中满足 

On^k 


( H .10.3) 


为有界的数的集合是诸 







•， a „ 无理数 € 的集合.显然,包含在之中. 

首先，4” 是 / ai 的和(对于处=1，2,…，*求和)，且 



叫 忐)’ 


由此推得， F fc ( n ) 可以包含在一组长度小于的区间之中，当 n — 00 
时，此长度趋向于 0. 因为对于每个 n , 都是>的一部分,于是定理得证 • 
有可能用同样的讨论证明出更多的 结果. Borel 和 F . Bernstein 正是这样证 



(11.10.7) 



11.11 有关通近 的进一 步定理 

为了方便起见，假设 a „ 稳定地、比较有规律地而且是不太快地趋向于无穷. 


其中 


级数① 




的性状（关于收敛或者发散）之间有某种对应关系.后面一个级数是 

E 丄 . 

^ 0„+1 

这些粗略的考虑使我们想到，如果将不等式 
0„ <沴⑻ 

IH<‘ 

进行比较,那么在两个级数 

的条件之间应该存在某种对应关系.这样一来， li . io 节中的定理就启发我们想到 
下面两个定理. 

定理198如果收敛，那么对无穷多个 g 满足 （11.11.2) 

集合是零集. 

定理 199* 如果 X {q、lq 随着 g 的增加而增加，且 
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这 Q fc + 1个点中必定有某两个点，比方说是 Z = ft 和 i = 92 > 扎位于同一个盒子 
之中. 这样一来,^ 9 = 9 2-?1,则与在 11.3 节中一样可证,存在一个9彡 Q fc 使对 
每个 i 均有 

其证明可以如前一样完成.如果有一个&比方说 就是仏 是无理数，那么在 
11.3 节中最后的论证中可以用&替代 f 
特别地,我 们有： 

定理201 給定…，红和任何正教 e, 就可以求得一个整數使得对 
每个 i， 狀 i 与一个整教的差都小于 e. 

11.13 e 的超越性 

我们以证明 e 和 n 的超越性来结束本章. 

通过引进一个符号 / T , 我们的工作可以大为简化,这个符号定义为 
A ° = l , h r = r ! (r > 1). 

如果/⑷是任意一个关于 a : 的 m 次多项式，比方说 
f(x) = f 2 crx r , 

那么就定义/(/0是 

J 2 crh r = J 2 crr\ 

(其中0!被定义为 1). 最后，用 Taylor 定^所°提供的方式来定义 f(x + h), 也即定 
义它为 

如果 /( a : + y ) = F(y), 那么 /(z + h) = F(h). 

对于 r = 0,1, 2,…，用 

"-⑷ = ^T + (r-UXr + 2) + … =eW 咖 
来定义 《r(aO 和 e r (x). 显然有 K(*)| < el*l, 故而对所有: c 都有 
|£r ⑻ I < 1. 

我们需要两个引理. 

定理202 如果 d>(x) 是任意一个多項式，且 


(11.13.1) 



e*^(/i) = ^(a: + h) + V>(*)el x l. 

根据上面的定义,则有 

{x + h) r =h r + rxh 1 - 1 + 4 


»-r(r -1)!* + ^^(r-2)!^ ^ 


e x h r = (s + 办 ) r + Ur(x)x r = (* + h) r + e l *le r (*)® p . 

用 W 遍乘此式,然后对 r •从 0 到 s 求和，躭得到 (11.13.3). 

如在 7.2 节中一样,我们把关于 z 或者关于 x、y , …的系数为整数的多项式称 
为是关于 a : 或者关于 x,y, - 的整系数多项式. 

定理203如果2，/⑻是关于 a： 的整系教多项式，且 

Fi(a:) = (^i)! /(x)> F2(x)= (^rnj! /(x), 

那么 F“h) 和 F 2 (h) 都是整數，且 

朽 (/i) 麵/⑼， FaW-0 (mod m). 


Fi(h)^ao = / ⑼ （mod m). 




类似地， 


F2(x)= S ai ra 

FiW = (™°d m). 

现在可以证明两个主要定理 4 的第一个定理了，也 就是： 

定理204 e 是超越數. 

如果此定理不真，那么 




其中 n > 1， Co ，^ ，…， C „ 都是整数，且（7 0 / 0. 

假设 P 是一个大于 max ( n , |C 0 |) 的素数，且定义耐 ar) 为 

最终 p 的值将会很大.如果用冲0来乘（11.13.4)，并利用 (11.13.3), 就得到 
J2 _ + ^») + E 咖 (0 e * = 0, 

或者说就记为 

Si+Sa = 0. (11.13.5) 

根据定理203,对于 m = 0( A ) 是一个整数，且 

^/») H (- l )* , n ( n !)» , (mod p). 

如果1 < * < n , 又有 

<Kt +*)= {(* + *- 1 ) - ：c ( ：c - 1 ) - ( x + t - n )> p= 

其中/⑷是一个 关于； r 的整系数多项式.由此推得（再次根据定理 203)： d>{t + h) 
是一个可以被 p 整除的整数.因此有 

Si = + / Os (- l )»»* Cb ( n !) P 却 (mod p), 

t=o 

这是因为 <7 0 〆 0 且 p > m ax ( n ,| Co |). 故而负是一个整数，且不为0,这样一来 


另一方面，由 （11.13.1) 有 | e r ( x )| < 1,所以，当 p - oo 时就有 



从而 s 2 — 0, 故可以选取充分大的 P 的值使有 

| S 2 | < i (11.13.7) 

然而公式（11.13.5)、 （11.13.6) 和 (11.13.7) 是矛盾的.所以 (11.13.4) 是不可能的，从 


上面所给的证明要比在 4.7 节中给出的 e 的无理性的证明要远为复杂得多，不 
过证明的基本思想本质上是相同的.我们用到 （i) 幂级数⑼模小于1的整数必等 
于 0. 


11.14 Jt 的超越性 


最后证明 JT 是超越数.正是这个定理解决了 “化圆为方”问题. 

定理 205 n 是超趄数. 

它的证明与定理204的证明非常类似,不过有一两处稍微有点复杂. 
假设/%，•••，&是整系数方程 

dx n + + • • • + dm = 0 

的根.关于 

d0 u 晚，…， d0 m 

的任何一个整系数的对称多项式都是关于 

di, dm 

的一个整系数多项式，从而是一个整数. 

现在假设 ji 是代数数•则 bt 也是代数数， ①从 而它是某个代数方程 
dx m + dn m_1 + … + dm = 0 

的根，其中 m > 1，，…， d m 是整数，且 d 卢 0. 如果这个方程的根是 


那么对某个 w 有1 +# = 1 + 6** = 0,于是 

(l + e«*)(l+ e^) ••■(! +e Wm )=° - 

将乘积展开，得 

a «_ 

' e a *=0, 




(aoi/ n - o 2 y"- 2 + … ) a + (oik**- 1 - 03W" _S + ■) 2 =0 - 





用有理数逼近无理數 


1个按照某种次序写出 的数： 



显然，关于 

dai,da 2 ,- 

的任何整系数对称多项式都是关于 

dai,da 2 ,-- 

的一个整系数对称多项式，也即是关于 


的整系数对称多项式.因此，任何这样的函数都是关于 
dui, dui2, …， du m 

的一个整系数对称多项式,从而是一个整数. 


可以把 (11.14.1) 写成 




现在有 





1 是一个关于 (11.14.3) 中所有 的数： 

，由定理203得 n 

Si =y^^(at + ft) 


为对称的整系数多项式,从而是一个 


是一个整数，且 

Si=0 (modp). (11.14.13) 

由 （11.14.12) 和 （11.14.13) 推得, + 是一个不能被 P 整除的整数,从而有 

|5 0 + 5iUl. (11.14.14) 

另一方面，对任何固定的*，当 — oo 时有 

|V>(*)I < Ml " :二 «1*1 + |ai|)-(N + |a n |)} p -0. 

由此得到,对足够大的 P 有 


|5 2 |< 


(11.14.15) 


三个公式（11.14.7)、 （11.14.14) 和 (11.14.15) 是矛盾的，于是 Jt 是超越数. 



























第 12 章 fc ⑴， fc ⑴， k ( p ) 中的 
算术基本定理 


12.1 代数数和代数整数 

本章要考虑整数概念的某些简单的推广. 

11.5 节定义了代 数数： 《是一个代数数，如果它是一个有理整系数 ® 方程 

CO^ + Cif* - ^ • +c„=0 (0o#0) 

的根.如果 

那么$就被说成是一个代數整教 ( algetictteger ). 这是一个很自然的定义，因为 
一个有理数 f = a /6 满足吒 - « = 0,而当6 = 1时它是一个整数. 

于是 和 P = e 卜=|( 一 l + i >/5) (12.1.1) 

都是代数整数，这是因为 i 2 + l = 0 和 ^ + 0+1 = 0. 

当 n = 2时,按照上面所说的情形，《就被称为是一个二次的数,或者称为一个 
二次整数. 

这些定义使我们能将定理45重新表述成以下 形式： 


有理整数、 


) 中的整数 


,我们将把有理整数称为 fc ( l ) 中的整数 .® 

I 数或称为 “Gauss” 整数的是数 

C = a + W, 

是有理整数.由于 

C a -2a^ + o 2 + ii» = 0, 

e 义了 “有理整数"_由于*时只是简单 jwc 它们说成是“整数”，而现在，把它们和其他种 
数区别开来变得非常重要. 

将给出 fc«J) 的一般性的定义.事实上 mi ) 是有理数作成的类，我们将不再用特殊的符号来 
整数这个子类 .ifc(i) 是形如 r + si 的数作成的类，其中 r 和》都是有理数.而 fc(p) 则与此 






这样就同样地定义了 fc(p) 中的整数是形如 a + b^ 的数 • 

A ⑴和中的整数性质在许多方面都与有理整数的性质极为 相似. 我们在 
这一章里的目的是研究这三类数共有的最简单的性质,特别是“唯一分解”这个性 
质.由于两个方面的原因，这项研究是重 要的： 第一个原因是研究整数通常的性质 
可以被推广到何种程度是很有 趣的； 第二个原因则是有理整数的许多性质可以从更 
为广泛的数类的性质直接且自然地推导出来. 

如我们通常做过的那样，除了总是用 i 表示 P 以外，我们将用小写拉丁字 
母 a，b， …来表示有理整数 .fc(0 或者 fc(P) 中的整数将用希腊字母 a, )3, …表示. 


12.3 Euclid 算法 

在 2.10 节和 2.11 节中，我们已经用两种不同的方法证明了对有理数的算术基 
本定理.现在我们要给出第三个证明，这个证明在逻辑上和历史上都很重要.而且， 





完全一样. 


正如同下面的定理所指出的那样, Euclid 算法包含了求 a 和6的最大公约数 
的常用程序 • 

定理207 r„ = (<*,&). 

令 d = (a，6). 那么，通过连续使用这个算法,我们得到 
rf|a ， d|6 — d\n — » d\r2 -* ■■- d\r nt 
所以 rv 再次倒推回去，即得 

r n |r n _i -»r„|r„_ 2 - ►rnlrn-a - ♦ r n |6 -*r„|a. 

于是 d 同时整除 a 和 6. 由于 d 是0和<> 的公约数中的最大者，故得到 r„ < d, 从 
而有= d. 


12.4 Euclid 算法对 k(l ) 中的基本定理的应用 

我们将基本定理的证明建立在两个预备定理的基础 之上. 第一个预备定理仅 
仅是定理26的复述,但是重新叙述这个定理并从算法来推导出这个定理是很方便 
的.第二个预备定理基本上与定理3等价 • 

定理208如果 /|a, /屯那么 /|(o,6). 

因为 

f\a,f\b -* /|n -» /|r 3 -- ► f\r nt 

这也就是 /K 

定理209如果 （a,6) = 1且 6| aC ，那么 
如果用 c 来乘算法中的每一行，就得到 















“部分”和“比例”这些概念. 


初看起来似乎有些奇怪，尽管 Euclid 已经走得够远了,他却未能对基本定理加 
以证明，但是这种观点依赖一个错误的想法. Euclid 并没有乘法运算和指数运算这 
些正式的计算方法，所以对他来说,表述这个定理也是极其困难的.他甚至没有一 
个术谱 (term) 来表达多于三个因子的乘积，错失基本定理绝不是因为意外或者偶 
然. Euclid 很清楚地 知道： 数论开创了他的算法，由此算法他得到了他可能得到的 
-切成果. 

12.6 Gauss 整数的性质 

在 12.6 节至 12.8 节这3节里，“整数”一词始终表示 Gauss 整数，也就是 fc(i) 
中的整数. 

在 A: ⑴中，可以用与在*:⑴中同样的方法来定义“整除”以及 咽 子”.-个 
整数$称为可以被非零整数7?整除，如果存在一个整数 （ 使得 
( = vC， 

此时就称为《的一个因子.我们将此表示成由于 1,-1, i,-i 都是整数，故 
而任何 f 都有8个“平凡的”因子 

1. (, -1. -it i> ->€• 

整除性有下述显然的 性质： 

«|/3, P\l -* a\j, 

a|7i,... ， a|7« -♦ + ••• + Pn-fn- 

整数 e 说成是左⑴中的单位 (unity), 如果对 fc(i) 中每个 C 都有换—句话 
说，我们可以把单位定义成是这样的整数，它是1的因子.这两个定义是等价的，因 
为1是这个域中每个整数的因子，且 

e|l，l| 卜來. 

整数€的范數 (norm) 定义为 

JV^ = iV(o + 6i) = a a + 6 2 . 

如果^是$的共扼复数，那么 

N^=a=\i\ 2 - 

由于 

(o 2 + + tfi) = (ac-bd) 2 + (ad + be) 2 , 

所以 有性质 

N^Nri = N(iri), N(Nrj." = N{^ti …、. 1 

定理 210 单位的范數为 1, 且任何范教为1的整教均为 单位. 
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如果 e 是一个单位,那么 e|l. 故有1 =卬，从而 

1 = NeNri, iVe|l, Ne^l. 

另一方面，如果 JV(o + M) = l, 我们就有 

l = o 2 + fe 2 = (o + W)(o-M), o + 6i|l, 

因此 ci + 6i 是一个单位. 

定理211 fc(i) 的单位是 

e = i» (a = 0,1,2, 3). 

a 2 + 62 = 1仅有的解是 

o = ±l, b = 0; a = 0, 6 = ±1, 

故它的单位是 

±1， ±i. 

如果 e 是任何一个单位，那么^就称为是与《相伴的 • €的相伴数是 
心埯， 一€ ，- 埯， 

而数1的相伴数是单位.显然，如果€1»7,那么 Shi 供 2 ,这里 q 和 Q 是任何单位 • 
因此，如果可以被 S 整除,则任何一个与 r? 相伴的数均可被任何一个与 S 相伴的 
数整除. 

12.7 k ( i ) 中的素元 

素元是一个非零非单位的整数，它只能被与自己相伴的数或者被与1相伴的 
数整除.我们保留用字母 7T 来表示素元 .® 素元 7T 除了 8个平凡因子 
1| W, -1. -W, i, iff, -i, -iw 
以外，没有其他的因子.素元的相伴元显然也是素元 • 

定理212 范数为有理索教的整數是素元. 


这是因为，假设有呎= p ，且4 =吣那么 






只要不是素元,就可以继续这个程序•由于 

N 卞 Na u Na 2 , … 

是正有理整数的递减序列，我们必定会到达—个素元而如果办是序列 


中的第一个素元,那么就有 

7 = 01CXI = 010302 = • • • = 010303 - - - /?r«r» 



定理214任何非零非单位的整数都是素元的乘积 • 

如果7不是零，也不是单位,它就可以被一个素元 U 整除. 于是有 
7 = *"171, JV71 < 災7. 

这里要么1 是一个 单位,要么有 

71 = JT272, A^Tz < ^71- 
继续这个过程，就得到一列正有理数组成的递减序列 
JV 7 , N 、， Nji, • 

从而对某个 f 有况 7r = 1,故而 > 是一个单位 £• 这样—来就有 
是兀 r 的 一I 相伴数，从而它本身也是一个素元 ■ 


其中4 
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12.8 fe ( i ) 中的算术基本定理 

定理214表明，每一个 7 都可以表示成如下形式 
其中每个 7 T 皆为素元.基本定理 断言： ^了平的变形以外,此表达式是唯一的. 
定理215 (关于 Gauss 整数的基本定理）除了素元的次序、单位的存在与 

否以及相伴素元之间的形状不同之外，整数表示成素元之私的表达式是唯一的 • 

我们用到一个与 Euclid 算法类似的程序，此程序依赖于下面的定理. 


定理 216 给定任何两个整數 7,71. 其中 71 尹 0, 則存在一个整数 K, 使得 

7 = «7i + 72. < N^i. 

实际上我们要证明的比这个结论更多，也即我们要证明 

卜1, 

但是基本定理的证明所依赖的本质的东西仍然是这个定理中陈述的内容.如果 c 和 
n 是正的有理整数，且 C1 / 0 ,那么就存在一个 fc 使得 

C = fcci + 02, 0 < C2 < Cl. 

这正是 Euclid 算法赖以存在的基础，而定理216则对 fc ( i ) 中一个类似的构造提供 


了这样的基础 • 

由于71# 0,则有 

i^ R+Si ' 

其中只和 S 都是 实数. 事实上和 S 都是有理数，不过这没有什么作用.可以求 
出两个有理整数 o : 和 y , 使得 


这样就有 




如果取 


则有 


(x + iy )| = |( il - x ) + i (5 = + 

K = x + iy , % = 7- «7i» 
|7~«7iK2-i |7i|, 


这样一来,平方即得 


N^n = 汉(7 - K 7 i ) ^ 2 NlX ' 






—个因子，则称 C 是7和1的一个最大公约教 (highest common divisor), 并记为 
C = 于是 7 n 就是 7 和 M 的一个最大公约数. (7,7i) 的与定理208证明的 

性质相对应的性质就己经包含在它的定义之中了 • 

由于任何与最大公约数相伴的数也是—个最大公约数,所以最大公约数不是唯 
一的.如果 r? 和 C 中每一个数都是最大公约数，那么根据定义就有 
"1 C ，<1*7， 

如此就有 

C = <b, v = = 时 =i. 


因此0是一个单位,且（是 T7 的相伴数.于是除了相件数之间的形式不一之外，最 
大公约數是嘴一的. 


应该注意的是,我们是采用不同的方式定义 *：(i) 中两个数的最大公约数的，也 
就是说我们定义它是公约数中的最大者，并且证明了它具有这里定义的那种性质 • 
也可以定义 fc(i) 中两个整数的最大公约数是其公约数中范数取到最大值的整数，不 
过我们采用的定义可以很自然地加以推广 • 

现在用这个算法来证明一个与定理209类似的结果， 也即： 


定理217如果( 7 , 71 ) = 1 且7^1^ 环么711/8- I 

将该算法遍乘以 )3 即得 

(iSr./Sn) = i07n. 

由于 (m) = 1，所以％是一个单位,这样就有 

现在根据假设有 7W/?7, 且 7ll^n. 故此由最大公约数的定义有 
7i|097. 


也即娜 





的结果，也 就是： 


定理218 如果 7r|/?7, 那么貧1/3或者计 T. 

由此再利用在 1.3 节中对 ifc ⑴用过的论证方法，就得到 fc(i) 中的基本定理了. 


12.9 k ( p ) 中的整数 

我们对在 12.2 节中定义的整数 

作一个更简明扼要的讨论来结束本章.纵观本%, “整数” 一词都表示 u k{p ) 中的整 
数” ■ 

如同在 fc ⑴中一样,我们定义 WP) 中的因子、单位、相伴元以及索元.不过 
€ = a + 6p 的范数定义为 

N^ = (a + bp)(a + bp l ) = a 2 - ab + tr*. 

由于 2 

a 2 - afc + ft 2 = ( a - “) + I* 2 ， 

故而除了 f = 0 以外,都是正数. 

因为 

|a + 6p| 2 = a 2 - aft + ft 2 = N(a + bp), 

我们有 

NaN0 = N(a0), NaN0... = N(a0 …、， 

这与在 Jb ⑴中的结论相同 • 

定理210、定理212、定理213以及定理214在 fc(p) 中仍然 为真. 其证明除了 
在范数的形式上有区别以外，是完全一样的 • 
k(p ) 中的单位由 

a 2 — a6 + fr 2 = 1 

给出，也就是由 

(2a-6) 2 + 36 2 = 4 

给出.这个方程仅有的解是 

a = ±1， 6 = 0; a = 0, 6 = ±1; o = 1, 6 = 1; a = —1, b = —1. 

所以它的单位是 


也就是 


±1, ±p, ±(1 + p). 














第 13 章某些 Diophantus 方程 ® 

13.1 Fermat 大定理 

••Fermat 大定理” 断言： 方程 

x n + y n = z n (13.1.1) 

(其中是一个大于2的整数）除了其中 有一个 变量的值为零的那种平凡解之外， 
没有整数解.该定理从来没有对所有的 n 得到过证明，甚至也没有证明它对无穷多 
个确实不同的情形为真，不过已知它对2 < n < 619为真.本章只关心此定理的两 
个最简单的 情形： n = 3 和 n = 4. n = 4 的情形很容易，而 n = 3的情形则极好地 
证明了如何使用第12章中的思想. 


13.2 方程 x 2 + y 2 = z 2 

当 n = 2时方程 (13.1.1) 是可解的,最熟悉的解是3, 4, 5和5, 12, 13. 我们首 
先来解决这个问题. 

显然,不失一般性地,可以假设 x,y,z 都是正的.其次， 
d\x,d\y -» d\z. 

于是，如果 x,y,z 是满足（*，》) = d 的一组解，那么 z = dx', y = dy，， 2 = d〆， 且 
是满足 (® / ,y / ) = l 的一 组解. 因此,可以假设 (x,y) = l, 而通解则是满足 
这个条件的解的倍数.最后’ 

x = l (mod 2), y=l (mod 2) -» z 2 = 2 (mod 4), 

而这是不可能的.因此 a: 和 i/ 中必有一个是奇数,另一个是俩数. 

这样一来，只要证明下面的定理就足够了. 





(a, 6) = 1 ， a > 6 > 0. (13.2.4) 

在 a，b 的不同 值和: c，》，z 的不同值之间有一个一一对应关系. 

首先，假设有 （ 13. 2 .1)和 （ I 3 . 2 . 2 )成立.由于 2 |*且（》，》) = 1,所以 y 和之都 
是奇数，且 （ yy) = 1 .于是 - y) 和+ y) 都是整数，且有 

(宁， 宁卜. 

由 （ 13.2.1) 有 

® 2= ( 宁) (宁)， 

由于右边这两个因子是互素的,它们必须都是平方数.这样就有 
其中 

o > 0, 6>0, a > 6, (o,6) = 1. 

我们还有 a+6so 2 +6 2 = z = l(mod 2), 即 a 和6有相反的奇偶性.于是， (13.2.1) 
满足 (13.2.2) 的任何解都有 (13.2.3) 的形式，而且 a 和6有相反的奇俩性，并且它 
们还满足 (13.2.4). 

其次,假设 a 和&有相反的奇偶性且满足 （ 13.2.4) •那么 

x a + y 2 = 4oV + (a 3 -b 2 ) 2 = (a 2 + 6») 2 = « 2 ， 

*>0, y > 0, * > 0, 2\x. 

如果 （ ;r ， y) = d, 则有 作， 所以 d|y = a a -ft 2 , d|*=a a + 6 2 , 故而有 d|2a 2 ,d|26 2 . 
由于 (o,b) = 1, d 必定为 1 或者 2, 但是因为 y 是奇数,这就排除了第二种可能性 • 
从而有 (x,y)==l. 

最后，如果 y 和 2 己经给定, a 2 和屮(从而 a 和 b) 也就被唯一确定,于是; c，j/ 
和的不同值对应于 a 和 i> 的不同值. 


13.3 方程 x 4 + y 4 = z 4 


现在应用定理225来给出 Fermat 大定理当 n = 4时的证明.这是该定理的仅 
有的“容易的”情形.实际上我们证明的要更多一点. 

定理226 方程 . 4 

x* + y A = 


假设 u 是使得方程 

x*+y A =^u 2 (*>0,y>0,«>0) (13.3.2) 

有解的最小的数.那么 Or,y) = 1,因为如若不然就可以用 (x,y) 4 遍除之，这样就可 
以用一个更小的数来代替 队 从而: r 和 y 中至少有一个是奇数，且 




«2 = a .4 + y 4 = 1 或者 2 (mod 4). 

由于 u 2 = 2 (mod 4) 是不可能的，故而 u 是奇数， a: 和 y 中恰有一个是偶数. 

比方说，如果 z 是偶数,那么根据定理225有 

®2 = 2o 6, y 2 = o 2 - ft 2 , u = a 2 + 6 2 , 

a>0, 6>0, (a, 6) = 1， 

且 a 和 6 有相反的奇偶性.如果 a 是偶的而6是奇的，那么 
y 2 = —1 (mod 4), 

而这是不可能的.所以 a 是奇的而6是偶的，假设6 = 2c. 

其次 

( I 1 ) = ac , (…和 1 ， 

所以 

a = <fi, c = / 2 ，d>0, / >0, (d,f) = l, 

且 d 为奇数.于是 

= fl 2 - - 4/ 4 , 

(2/ 2 ) a + y 2 = (d 2 ) 2 , 

而且2/ 2 ,1/,^中任何两个数都没有公约数. 

再次运用定理225,得到 

2/ 2 = 2lm, eP = 1 2 + m 2 , I > 0, m > 0, (l,m) = 1. 

因为 

/ 2 = lm, (i,m) = l, 

故有 

1 = 1^, m = « 2 , (r>0,a>0), 

从而 

r 4 + 5 4 =d 2 . 

然而 

d < d 2 = o < a 2 < o 2 + 6 2 = u, 

这样一来 U 就不是满足 （13.3.2) 的最小的数.这个矛盾就证明了定理. 

我们所用的证明方法称为“无穷递降法”，它是由 Fennat 创造并应用到许多问 
题中去的.如果一个命题尸 (n) 对某个正整数《为真,则有一个使它成立的最小的 
这样的整数存在.如果 P(n) 对任何一个正数 n 成立,就蕴含 P(n') 对某个更小的 
正数 n' 也成立,那么就没有这样的最小的整数 存在. 这对矛盾表明 P(n) 对每个 n 
都不成立. 


13.4 方程 X 3 + 2 / 3 = z 3 

如果 Fermat 定理对某个 n 为真，那么它对 n 的任何倍数也为真，这是因为 








①定理 223. 





其中 e4 = e 3 p/ea 和 es = ei/e2P 也都是单位. 

现在有 m > 2,故而 

0 3 + eiflfl = 0 (mod A 2 ) 

(实际上是 mod A 3 成立).但是 A 抑且 A 拗,于是由定理228有 
= ±1 (mod A 2 ), V 3 s ±1 (mod A 2 ) 

(实际上是 mod A 4 成立).从而 

±l±e 4 sO(mod A 2 ). 

这里 e 4 是士 1, 士/» 或者士 但是 


就有 S4 = 士1- 

如果 e 4 = 1， (13.4.7) 就是一个所要求类型的方程.如果 e 4 = -1, 我们就用 
-矽代替也无论哪种情形，我们都证明了定理231,从而也就证明了定理 227. 


13.5 方程 十 y 3 = 3z 3 
几乎同样的推理可以证明 

定理232 除了与;8 = 0对应的平凡解之外，方程 







正如我们所期待的，这个定理的证明和定理227的证明基本 上是一 样的，这是 
由于3是 A 2 的一个相伴数.我们再次证明得多 一点， 也就是要证 明：在 中不 
存在 

{ 3 +»/ 3 + e\ 3n+2 ^ = 0 (13.5.1) 


的整数解，其中 

= A/7- 

再次通过证明两个命题来证明该定理,这两个命題 就是： 

(a) 如果该方程有一个解,那么《 > 0; 

(b) 如果该方程对 n = m>\ 有一个解，则它对 n = m-l 也就有一个解. 
如果对于某个 n, 该方程有一个解的话,这两个命题就会产生矛盾. 

我们有 

« + »?)(€ + W)« + A) = -eA^+V- 

故而左边至少有一个因子（从而左边每一个因子）能被 A 整除，于是有 m > 0.由 
此推出有 3m + 2>3, 而且左边有一个因子能被 A 2 整除，且（与在13. 4 节中一样） 
仅有一个因子能被 A 2 整除.这样就有 

€ + »j = A 3m /ti, i + pn = \K2, € + p 3 *? = Ak 3 . 

诸《两两互素且都不能被 A 整除. 

于是,如同在 13.4 节中一样，我们有 

-67® = K1K3K3, 

且 K l3 K2,K 3 都是与立方数相伴的数，所以 

€ + j? = eiA 3m ^, 卯 f + A^eaAV- 3 - 

由此推出 

0 = € + *7 + p (€ + P»?) + 沪(€ + P*v) = eiA 3 "*^ + £2P>4 3 + e 3 f^ 3 , 

4> 3 + e 4 V> 3 + esA 3 "* -1 ® 3 = 0. 

而证明的后续部分和定理227相应的那部分证明完全一样 • 

用这种方法不可能证明 


f 3 + i ? 3 + eA 3n+ V#0. 


(13.5.2) 


亊实上， 

1 3 + 2 3 + 9(-1) 3 = 0, 

又因为9 = pA 4 ,® 故而这个方程有 (13.5.2) 的 形式. 读者如果努力尝试去证明 
它，并注意发现证明失败在何处，那将会是很有教益的. 


①见定理223的证明. 




13.6 用有理数的三次幂之和表示有理数 


5 theory of numbers, 又; 
Ax 表示指定的一类数 


称堆垒数论）有一个很 


定理232对于加性数论 
有趣的应用. 

这个理论中的典型问题如下.假设: r 表示指定的一类数（比如正整数或者有理 

数组成的数类）中的一个任意的元素，而 y 则是这个数类的某个子类（比方说整数 

的平方或者有理数的立方组成的子类）中 的一个 元素.是否有可能将 re 表示成形式 

x = yi + y2+-+Vkf 

如果可以的话,这个表达式可以经济到何种程度？或者的值可以有多小？ 


例如,假设 z 是一个正整数，而1/是一个整数的平方. Lagrange 的定理 369® 指 
出： 每个正整数都是4个平方数之和,所以我们可以取*: = 4. 比方说，由于7不是 
3个平方数之和，所以 fc 的值4是最小可能的，也即是“正确的”值. 









则 (13.6.2) 就变成 

(u + v) 3 - 24t»(« - 1) = 8rZ~ 3 . 

其次限制 Z 和 V 满足 

r = 3Z 3 v, 

从而 (13.6.4) 就转化成 

(u + w) 3 = 24uv. 

为了解（13.6.6)，令 u =付并求得 


24*2 24« 

u= (tW W= (*TIF- 


(13.6.4) 

(13.6.5) 

(13.6.6) 

(13.6.7) 


对每个有理数这都是 (13.6.6) 的一个解.我们仍需要满足 (13.6.5), 它现在变成 
了 

r(t + 1) 3 = 72Z 3 *. 

如果令 * = r/(72u,3), ^ w 是任意一个有理数，我们就有 Z = w(t+1 ). 从而 
(13.6.2) 的一个解是 


X = («-1)Z, Y = vZ, Z = tu(t + 1), (13.6.8) 

其中由 （13.6.7) 给出，且相应有 * = rur 3 /72. 利用 

2x = Y + Z-X, 2y = Z + X-Y, 2z = X + Y-Z (13.6.9) 

就导出 (13.6.1) 的解 • 

为了完成定理234的证明，我们需要 证明： 可以 选取％ 使得 x,y,z 全都是正 
数.如果 W 取为正数,则 t 和 Z 都是正数.现在，根据 （13.6.8) 和 （13.6.9) 得 



也就是只要有 

t> 1, 12t(t - 1) < (t + 1) 3 < 12t(t + 1 ). 

如果 t 比 1 大一点儿,那么这些不等式肯定成立，可以选取使得 




我们还有更简单的等式 







13.7 方程 a; 3 + y 3 + = t 3 

还有一些其他的 Diophantus 方程,将它们放在这里加以讨论是很自然的.其 
中最有意思的是方程 

x 3 + y a + z 3 = t 3 (13.7.1) 

以及 

x a + j/ i = u 3 + v a . (13.7.2) 

第二个方程可以通过用 -u,v 分别代替2, t 而得到. 

由于我们可以求方程的 （a) 整数解，或者求 （b) 有理数解，而且我们既可以考 
虑解的符号,也可以不考虑解的符号,因此每一个方程都会生成若干个不同的问题. 
最简单的问题（也是唯 一一 个被完全解决了的问题）是求方程的正的或者负的有理 
数解.对于这个问题,这两个方程是等价的，我们取 (13.7.2) 这个形式的方程加以 
研究.它的完全解是由 Euler 发现的,并由 Binet 作了简化. 

如果令 

x = X-Y, y = X + Y, u = U-V, v = U + V, 

则 (13.7.2) 就变成了 


X(X 2 + SY 2 )^ UiU 7 + ZV 2 ). 

假设 a ■和 y 这两者不全为琴.这样就可以记为 

【爲 = ° + M = ^ 〔【爲 = °- 6 啊 

其中 a, 6是有理数.由其中的第一个等式得 


(13.7.3) 




因此,除了两个平凡的解 X = y = J7=0 和 X = r，y = V 以外， (13.7.3) 的每一 
组有理解都有 （13.7.5) 和 (13.7.6) 给出的形式（对于适当的有理数 X,a,b). 

反之，如果 X,a,b 是任意的有理数，而 X,Y,U,V 则由 （13.7.5) 和 （13.7.6) 定义， 
那么就立即得出公式 (13.7.4), 且有 

U(U^ + 3V 2 ) = 3A6 {(oX _ 3bY) 2 + 3(bX + ay) 3 } 

= 3A6(o 2 + 3^)(X 2 + 3Y 2 ) = X(X 2 + 3Y 2 ). 

这样就证明了 


定理235 除了平凡解 

x = y = 0, u = -v, * = u, y = v (13.7.7) 

之外， （13.7.2) 的有理数通解由 

/ x = A{l-(a-36)(o 2 + 36 2 )} > y = A{(a + 36)(a 2 + 36 2 ) - 1} , 

\ u = A {(a + 36) - (a 2 + 3ft 2 ) 2 }, w = A{(o a + 36 2 ) 2 - (a-36)}, .. 

给出，其中除了 A#0 以外, A,a, 6 是任意的有瑾數 • 


求 (13.7.2) 的所有整数解的问题更加 困难. （13.7.8) 中的 a, 6以及 A 的整数值 
给出一组整数解,但是相反的对应关系并不存在. (13.7.2) 的最简单的正整数解是 
x — 1, y = 12, u = 9, v = 10, (13.7.9) 


这组解对应于 
另一方面，如果取 a 


-f- 


它与 (13.6.10) 等价. 

(13.7.1) 或者 (13.7.2) 的其他简单的解是 

1 3 + 6 3 + 8 3 = 9 3 , 2 3 + 34 3 = 15 3 + 33 3 , 9 3 +15 3 = 2 3 + 16 3 . 
Ramanujan 给出 （13.7.1) 的一组解是 

x = 3o 2 + 5a6 - 5ft 2 , y = 4o 2 - 4a6 + 66 2 , 

« = 5o 2 -5a6-36 a , t = 6a 2 - Aab + ^b 2 . 

如果取 a = 2,6=1, 就得到解 (17,14,7,20). 如果取 a = 1,6= -2, 就得到一个与 
(13.7.9) 等价的解.其他类似的解收录在 Dickson 的 History 一书中 • 


有关方程 


x 4 +y 4 =u A + v\ (13.7.10) 

我们所知道的要少得多，首先求解这个方程的是 Euler. 已知最简单的参数解是 

1 ar=a 7 + o 5 6 2 - 2o 3 6 4 + 3a 2 6 5 + ab 6 , 
y=a e b- 30 5 62 - + o 2 6 6 + 6 7 , 

u=o 7 + - 2a 3 6 4 - 3a 2 6 5 + o6«, 

v=a e b + 2a*l^ + a 2 b 5 + b 7 . 


(13.7.11) 
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的一个根.因此€要么是有理数，要么是一个二次代数数.也就是说，二次域中的每 
—个数或者是一个有理数，或者是一个二次代数数 • 

域 fc(Vm) 包含一个子类，该子类由这个域中的所有代数整数构成•在 12.1 节 
中我们把代数整数定义为方程 

+ C|3^ -1 + •■ • + Cy = 0 (14.1.3) 

的任何一个根，其中 Cl ，…， Cj 是有理 整数. 这样一来，对于中整数的定义 
我们就似乎有了一种选择.我们可以说 Ky/m) 中的一个数 f 是 Ky/m ) 的一个整 
数，如果⑴对某个 j，S 满足一个形如 (14.1.3) 的 方程； 或者⑼对= 2, $满足一 
个形如 (14.1.3) 的 方程. 不过, 14.2 节要证明,无论采用哪一种定义， k(y/m ) 中的整 
数集合都是相同的. 

14.2 代数数和代数 整数； 本原多项式 

称整系数多项式 

f(x) = aox n + aix n ~ 1 + ... + On (14.2.1) 

是一个本原多項式 (primitive polynomial), 如果按照第2章的记号有 
oo >0, (ao.oi, •• - ,a„) = 1. 

在同样的条件下，称 (14.1.1) 是一个本原方租 (primitive equation). 方程 （ 14 丄 3)显 
然是本原的 • 

定理236 —个 n 次代教教€满足一个唯一的 n 次本原方租.如果€是一个 
代数整數，那么这个本原方程中: r n 的系數是单位 1. 

对 n = 1,定理的第一部分是平凡的，定理的第二部分与定理206等价■因此 
定理236是定理206的一个推广.我们将从下面的定理来导出定理 236. 

定理237设《是一个 n 次的代数數,且 /(*) = 0是《满足的一个 n 次本原 
方程.又设 0(*) = 0是《满足的任意一个本原方程-那么对某个本原多项式九⑷ 
以及所有的 a： 有 3(*) = f ( x ) h ( x ). 

根据€和 n 的定义,必定存在至少一个 n 次多项式 /Or), 使得/(0 = 0.显然 
可以假设 /(*) 是本 原的. 再次, 《(*) 的次数不能小于于是我们可以利用初等代 
数中的除法算法将 _) 用/㈤来除，由此得到一个商 H{x) 和一个余式 A：(z)， 即 
9 {x) = f(x)H(x) + if ⑻， （14.2.2) 

其中好⑷和 K(x) 是有理系数多项式，且 K(x) 的次数小于 n. 

如果在 （ 14.2.2) 中设: r = &我们就有⑹= 0. 但这是不可能的，因为 《是 打 
次代数数，除非 K(x) 的所有系数均为0,否則不可能有夂 (0 = 0.故有 
g(x) = f{x)H(x). 

如果用一个合适的有理整数来乘这个等式,就可以得到 







14.3 一般的二次域 fc ( v ^) 

现在将 Jfc(Vm) 中的整教定义为属于 k(yM) 的那些代数整数.本章以及第15 
章始终用“整数”来表示我们研究的特殊域中的整数. 

根据 14.1 节中的记号，设 

^ = a±by/m 

是一个整数，这里可以假设 c > 0以及 (a,b,c) = 1.如果6 = 0,则 f = a/c 是有 
理数， c = 1，故而€ = a 是任意的有理整数.如果6〆0,则 f 是二次代数数.于 
是，如果用 c 2 来除（14.1.2)，就得到一个首项系数为1的本原方程.从而 C |2a， 且 
c 2 |(o 2 - mfc 2 ) •如果 d = (a,c), 由于 m 没有平方因子，我们就有 
dV, dP\cP, rf2|(o 2 -m6 2 ) - d\b. 

但是 (a,b,c) = 1, 故有 d = 1 .因为 c|2a, 所以有 C = 1 或者 2. 

如果 c = 2, 则 a 是奇数，且 mb 2 = a 2 = 1 (mod 4 )，所以 6 是奇数，且 
m = l (mod 4). 这样—来，我们必须要区分两种情形 • 

⑴如果 m 笋 l(mod 4 ),则 c = 1,且 k(y/m ) 中的整数就是 
C = a + by/m, 

其中 a, 6是有理整数.此时有 m H 2 或者 m = 3 (mod 4 ). 

(ii) 如果 m = 1 (mod 4)，則 k{y/m) 中的一个整数是 r = i(y^-l), 且所有 
整数都可以直接用这个 t 来表示.如果 C = 2,那么就有 a 和6是奇数，且 


















1 242 非零非单位的整數可以表示成素元 的乘机 
;式的唯一性问题仍未解决. 

14.5 fe ( v ^) 中的单位 



a 2 - 26 s = -1 
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且如果没有一个因子是单位的话，则 a 2 + 562必定是2或者3.由于2和3都不是 
这种形状的数,故而1 + A 是素元，其他的数也可以类似地被证明是素元.但是 
6 = 2 x 3 = (1 + (1 - ， 

从而6有两种不同的分解成素元乘积的方式. 

(ii) 由于10 = 2 (mod 4), 故 fc(^) 中的整数是 a + by/lO . 此时 
6 = 2 x3=(4 + >/l0)(4 - >/10), 

又再次容易证明这里的四个因子皆为素元.比方说， 

2 = (o + 6>/i0)(c + 

蕴含 

4=(o 2 -106 3 )(c 2 -10d 2 ) > 

而如果其中无论哪一个因子都不是单位，那么 a 2 - 10& 2 必定是 ±2. 而这是不可能 
的，因为±2中任意一个数都不是10的二次剩余 .® 

基本定理在这些域中的失效涉及 A(l) 的算术中某些起中心作用的定理的失效. 
从而，如果《和泛是 fc(l) 中的整数，它们没有公约数，则存在蕹数 A 和 p 使得 
a\ + 0n = 1. 

这个定理在 fc 中不 成立. 例如,假设《和/?是素元3和1 + v/1 •那么 

3(a + 6v c: 5) + (l + -^ = S)(c+<iv c: 5) 3= l 

就蕴含 

3a + c-5rf= 1, 36 + c + d = 0 , 








\N(S-K)\<r. (14.7.1) 


5 = r + 8y/m, 

其中 J •和 s 是有理数•如果 m# 1 (mod 4 ),那么 
k = x + yy/m, 

其中 re 和 y 是有理整数，且 （14.7.1) 就是 

\{r-x) 2 -m(a - y) 2 1 < 1. (14.7.2) 

如果 m = \ (mod 4), 那么 

« = * + y+ l) = * + |y+ 

其中 a: 和 1/ 是有理整数，且 (14.7.1) 就是 

|(r - a: - |y) 2 - m(s - iy) 2 | < 1. (14.7.3) 

当 m = < 0 时,容易确定出对于任意的 r, s 和适当的 or, y 这些不等式能够 

成立的那些域. 

定理246 怜有5 个复的二次欧式城，即是与 

-1,-2,-3,-7,-11 cP 

对应的城. 

分两种情形讨论. 

(i) 当 m # 1 (mod 4) 时,我们在 (14.7.2) 中取 r == 且要求 













⑻当 m = 1 (mod 4) 时，在 （14.7.3) 中取 r = 我们要求 

笞 十^ 1 . 

由于 M = 3 (mod 4), m 的仅有的可能值是3, 7, 11. 给定 S , 则存在 1 /使 
又存在一个: c 使得 

卜…知 H . 

这样就有 

从而当 M 有问题中所说的三个值中的一个时， (14.7.3) 就可以得到满足. 

还有像 A 司和 ife (>/=43)这样的单域，它们并没有 Euclid 算法.这个条 
件对于单域来说只是充分的，而不是必要的.恰有9个复的二次单域,也即它们对 
应于 


14.8 实 Euclid 域 


有 Euclid 算法的实域的个数更多一些. 


定理 247* 当 

m = 2,3,5,6,7,11，13,17,19,21,29,33,37,41，57,73 
时，耐斤）是 Euclid 城，此外没有其他的正整数 m 能使它是 Euclid 城. 


当 m = 2或者 m = 3时 (14.7.2) 显然可以满足，这是因为我们可以选取 z 和 
『，使得 |r-i|<l/2 和 - V | < 1/2.于是 fc(v/5) 和 fc(V5) 都是 Euclid 域，从而 
报是单域.这里不能证明定理247,不过我们要来证明 
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假设在 k (^ m ) 中不存在 Euclid 算法.那么对于某些有理数以及所有整数 
*, y (14.8.1) 不 成立. 可以假设① 

(14.8.2) 

于是 就有一 对满足 （14.8.2) 的存在，使得下面两式中总有一个对每一对 u 为 

真： 

( P ( x , y )] (r - x - Ay ) 2 > l + n ( a - y ) 2 , 

1^(*. y )] n ( s - y) 2 ^l + ( r - x - Ay ) 2 . 

将要用到的一些特殊的不等式是 

[ P (0,0)] r 2 >l + ns 2 , [^(0,0)] ns 2 >l + r a , 

[^(1,0)1 ( l - r) 3 >l + n * 2 , [ iV ( l ,0 )J na 2 >l + < l - r ) 3 , 

[ P (-1,0) J ( l + r)*^l + rw 2 , [ N (-1,0)] na a ^ 1 + (1 + r ) a . 

这几对不等式中的每一对不等式中，至少有一个不等式对于某对满足 （14.8.2) 的 r 
和 s 为真.如果 r = a = 0,则 P (0,0) 和 N (0,0) 两者均不成立,从而就排除了出现 
这种情形的可能性. 

由于 r •和 s 满足 (14.8.2), 且两者不同时为0,故而 P (0,0) 和 P (1,0) 均不其， 
从而 iV (0,0) 和 ^(1,0) 为真. 如果 P (-1,0) 为真,那么災(1，0)和 P (-1,0) 就会给 
出 


(l + r) 2 >l + rw 2 >2 + ( l - r ) a , 










列举的情形. 

当 m = 2 3时没有 Euclid 算法_取 r = 0, •* =备，那么（1 4 .8.1)就是 
|23 x 2 -(23 V -7) a |^23. 

由于 

$ = 23 x 2 - (23 y -7 ) 2 s -49 = -3 (mod 23), 

故而€必定等于_3或者20,然而容易看出，这些假设中的任何一个都是不可能的. 
例如,假设有 

{ = 23 X 2 - r 2 = -3. 

那么无论 X 还是 Y 都不可能被3整除,且有 

X 2 sl , ^ = 22 = 1 (mod 3) , 

这是一个矛盾. 

域 k ( y /23) 尽管不是 Euclid 域，但它仍是 单域. 然而这里不能证明这个结论. 

14.9 实 Euclid 域（续） 

证明除了定理247中所列出的那些正整数以外，对其他所有的正整数 m , k ( y / m ) 
都不是 Euclid 与对于 m 的某些特殊值来证明 4(^ 是 Euclid 域相比，自然 
是更加困难的事.在这方面,我们只来 证明： 

定理249 实 Euclid 城 fe(>M) 的个教有限，其中 m = 2 或者3 (mod 4). 
假设 从 ㈣ & Euclid 域，且 m # 1 (mod 4 )•在 （14.7. 2 ) 中取 r = 0以及 
s = t/m, 其中 f 是一个待定的整数.那么，就存在有理整数 Ay, 使得 
|x 2 _ m (y _ $) | < 1， |(my-t) 2 - mx 3 | < m • 

由于 

(my - <) 2 - tnz 2 = t a (mod m ), 


故存在有理整数使得 
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如果 m = 3 (mod 4), 则选择一个奇整数使得 
5m < t 2 < 6m, 

如果 m 足够大，那么一定可以做到这 一点. 根据 (14.9.1), z 2 -mx 2 等于 t 2 - 5m， 
或者等于卢 — 6m ， 故而下面两式 

t 2 - = m(5 - x 2 ), -z 2 = m(6 - x 2 ) (14.9.2) 

中必有一个为真.但对棋8而言有 

^ = 1, z 2 , x 2 sO ,1S8#4, m = 3S!t#7, 
t 2 -z a = 0,im^5, 

5 - x 2 = 1,4 或者5， 6-i 2 = 2,5SJc#6, 
m(5-x 2 ) = 3, 4 或者 7 , m(6-® 2 ) = 2,3, 6 或者 7 , 

然而,不论如何选择剩余， (14.9.2) 中的式子都是不可能成立的. 

如果 m 三2 (mod 4), 则选择 f 是一个奇整数，使得 
2m < < 2 < 3m, 

如果 m 足够大,我们是办得到这一点的.在这种情况下，下面两式 

< 2 -z 2 = m(2-® 3 ), t 2 - z 2 = m(3 - x 2 ) (14.9.3) 

中必有一个为真.但对棋8而言有 m = 2或者6,所以 

2 - x 2 = 1,2或者6, 3-x 2 = 2, 3或者7， 
m(2-i 3 ) = 2,4a!t#6, m(3-® 2 ) = 2, 4或者6， 

从而 (14.9.3) 中的式子都是不可能成立的. 

于是，如果 m s 2或者3 (mod 4), 且如果 m 足够大的话,那么， fc(v^) 不可 
能是 Euclid 域.这就是定理 249. 当然，同样的结论对于 m = 1依然成立，不过它 


本章附注 


























(±o) 2 + (±6) 2 = (±6) 2 + (±o) 2 = p. 

又如果有 p = c a + d 2 , 那么就有 c + id 从而 c + id 就是 (15.1.2) 中的诸 i 
于是，除了这几种变形的数之外， p 表示成平方和的表示法是唯一的 • 

定理251 有理素教 p = 4n +1可以表示成两个平方教 a 2 + 之和. 


定理252 fc ⑴中的素 元是： 

⑴ 1+i 以及它的相 伴教； 

(2) 有理素教 4n + 3 以及它们的相伴教； 
⑶有《素教 4n + l 的因子 a + M. 


15.2 k ( i ) 中的 Fermat 定理 

作为 MO 中算术的一个推述，我们选取与 
只考虑与定理 n 类似的结果，而不考虑与更一 
在此,值得复述 的是： 当我们在一个域中讨论问題时，7|(«-灼 
a = ^(mod 7 ) 

的含义就是 a - 0 = k 7 ，其中《是这个域中的一个整数. 

我们分别用 P 和9来记形如 4r* +1和 4n + 3的有理素数，而用 
的索元.我们仅限于研究 （2) 和 （3) 这两种类型的素元，即范数是 
而 tt 是某个 q, 或者是某个 p 的一个因子•记的 r) = ATtt _ 1，则有 
(»|p), ^) = ^-1 (it = q). 
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这个定理也可以按照与 6.1 节中的证明对应的路线加以证明.比方说，假设 
7r = a + 6i|p. 那么数 

(a + W)(c+<fi) = ac — bd + i(ad + be) 

就是 tt 的一个 倍数. 而且，由于 （M) = 1, 故可以选取 C 和 d, 使得 ad + = 1.于 

是存在—个 S 使得 7T |« + i . 

现在考虑诸数 

r = 0, 1, 2, • • • , JVjt -1 = o 2 + 6 2 -1, 

它们显然是不同余的 （raod tt ). 如果 z + yi 是 fc(i) 中任何一个整数,那么就存在一 
个7•，使得 

X- 8 y = r (mod Nn ), 

这样就有 

x + yi = y(s + i ) + r = r ( modn ). 

于是诸就构成一个“完全剩余系” (mod 7T). 

如果 a 与 tt 互素,那么，与在有理数的算术中一样，诸数也构成一个完全 
剩余系®从而 H(ar) 5 fir (mod tt ), 于是得到与 6.1 节中相同的定理. 

在其他情形中，证明是类似的，但是“完全剩余系”的构造方法有所不同 • 

15.3 k ( p ) 中的素元 

k ( P ) 中的素元也是有理素数的因子，而且这里也有三种情形. 

⑴如果 p = 3,则有 

p = (1 - p)(l -/» a ) = (l + p)(l-/?) a = -/^(l - p) 2 . 

根据定理 221,1-p 是一个素元 • 

(2) 如果 p = 2 (mod 3), 则不可能有 A^r = p, 这是因为 

4JVir = (2a-6) 2 + 36 a 

同余于0或者同余于1 (mod 3). 从而 p 就是 fc(p) 中的一个素元 • 

(3) 如果 p s 1 (mod 3), 那么根据定理96有， 

( t )-' 

从而有 p|x 2 + 3. 这样一来，就像 15.1 节中一样可以 推出： p 可以被一个素元 
n = a + bp 整除，于是有 p = Nir = a. 2 -ab + lr 1 . 

定理 254 有理素教 3 n + l 可以表示成 d-oft + ft 2 的形式 • 

定理255 fc(p) 中的索元是： 

(1) 1 -p 以及它的相伴元； 

①与定理58比较.这个证明基本上是一 样的. 
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15.4 fc ( v ^) 和 k(VE) 中的素元 


在其他单域中的讨论可以类似地进行.例如，在 fc(V5) 中，要么 P 是一个素元， 
要么有 

Nv = a 2 — 26 s = ± p . (15.4.1) 

每个平方数同余于0, 1或者4 (mod 8), 且当 p 是 8n± 3时， (15.4.1) 是不可能的. 
当 p 是 8n 土 1时,根据定理95可知, 2是 p 的二次剩余,可以如前面那样来证明 p 
是可以因子分解的.最后有2 = (V5) 2 , 而力则是素元. 


2=dfl 

衾元是 （1)V 


定理256 k { y /2) 中的素元是 （1) (2) 有理素數 8n±3; ⑶有理索數 8n±l 

的因子 a + 6^( 以及这些教的相伴教 )• 

由于在 15.5 节中我们需要用到一个结果,所以再来考虑一个例子.中的 
整数是数“ + he*;, 其中 a 和6是有理整数，而 

w = 盖(1 + V§). (15.4.2) 

a + 匕的范数是 a 2 + a6-6 2 .诸数 

土 u/ ±n (n = 0,l,2,-) (15.4.3) 

都是单位，可以如同在 14.5 节中一样来证明：不再存在其他的单位了. 

该域中素元的确定有赖于方程 

Nn = a 2 + ab ~ bi 2 = p , 

也即方程 

(2o + 6) 3 -56 2 = 4p. 

如果 p = bn ±2, 则有 （2a + b) 2 s ±3 (mod 5), 而这是不可 能的. 从而这些素数都 
是 k ( y /5) 中的素元. 

如果 p = 5n± 1,则根据定理97有 

(；)-■ 

因而对某个 a; 有 p |(* 2 - 5) ,如前一样我们可以断言, P 是可以因子分解的.最后有 
5 = (\/5) 2 = (2w - I) 2 . 







顺便注意到，我们的结果附带给出定理180 —个另外的证明. 
Fibonacci 数是 



其中 w 是数 (15.4.2), 而 -l/u 则是它的共轭. 

如果 n=p, 那么 

w** -1 = 1 (mod p), <3 P ~ 1 = 1 (mod p), 
ttp_iV5 = V 1 - SjP-i s 0 (mod p), 

于是 tip-i 5 0 (mod p). 如果 n = q , 则有 

w «+i = Nuj , 5J« +1 s Nu (mod q), 
u q+ iVb = 0 (mod q) 

以及 «,+i = 0 (mod q). 

15.5 Mersenne 数 M 4n+3 的素性的 Lucas 判别法 

现在可以来证明一个不寻常的定理，这个定理无论如何从本质上来看都应该属 
于 Lucas, 且此定理包含了一个判断 M 4n+3 素性的“充分必要条件”•许多“充分必 
要 条件” 仅仅包含了表达问题的转换,然而这个定理却给出了一个有实用价值的检 
验法，可以应用到原本无法下手的问题. 

用 r m = + s 7 2™ 来定义一个序列 

ri，r 2 , f3, …= 3,7,47,…， 

其中 u； 是数 (15.4.2), 而 SJ = -1/w •那么 r m+1 =七 - 2•按照 10.14 节中的记号， 
有 r m = 没有两个 rrn 能有公约数,这是因为 

⑴它们全是 奇数； 

而且,对任何奇素数模都有 

(u)r m s0 -» r ra+1 s-2 -» r v = 2(i/ > m + 1). 

定理 259 如果 p 是一个形如 4n +3 的素数，且 
M = M P = 2P-1 

是对应的 Mersenne 教，那么 M 是素数，如果 

r p _i = 0 (mod M), (15.5.1) 

反之则它是合数. 

⑴假设 M 是素数.由于 

M = 8.16" 一 1 三 8_1 三2 (mod 5), 

可以在 (15.4.6) 中取 a-w,g=M. 因此 

u 2F = = Nu = -l (mod M), 

r p _i= S} 2P ~ 1 (u !lP + 1)=0 (mod M), 




























(15.7.3), 而这个性质还可以用来作为理想的另一个可供选择的定义. 

由于两个数 a 和不一定有“最大公约数”，我们不再能证明理想 r 一定有 
{p} 的形式.任何 {p} 都是一个理想，但是相反的结论一般不成立.但是上面的那 
些定义（从逻辑上讲,这些定义与这种约化无关）仍然适用.我们定义 
sir 

的意义是， r 中的每个数都属于 s; 定义 P 三0 (mods) 的意义是， P 厲于 s. 这样一 
来，我们就可以针对理想来定义像整除性、因子以及素元这些概念，由此可以奠定 
算术的基础，这种算术从任何一个方面来看都与在通常的单域中的算术一样广泛， 

①当 m 笋 l(mod 4) 时, w = y/m. 








且在这种通常的算术失效的地方有可能是有用的.这种希望的正确性，以及理想这 

个概念引导到在任何域中重新完整地建立起算术，这些都在关于代数数论的系统的 

专著中得以展现.这种重新构造在实域中如同在复域中一样有效,尽管在实域中几 

何语言并不完全合适. 

特殊类型的理想 {/>} 称为一个主理想 (principal ideal). 本节开始的时候所提及 
的二次单域的第4个特征性质是： 

D. 单城的每个理想都是主理想. 

当该域是一个复域时，这个性质还可以表述成简单的几何形式.在 fc ⑴中，一 
个理想[也即是一个具有性质 (15.7.2) 的一个格】是一个正方形.这是因为它形如 
{p}, 且可以被看成是以原点、点 p 以及点 ip 为基础的直线作成的 图形. 更一般地 

E. 如果 m<0 且 JfeU /而 是单城，那么 fc(v/m) 中的每个理想都是一个格，这 
个格的形状与该城中所有整教作成的格相似.在/ =5) 中这个结论不真，验证 
这一点将是富有教 益的. 格 me* +邱= m _ 3 + n (-1 + ^是一个理想，因为 
w = y/(—5 ) 且有 

ua = a + 3/3, = -2 a - 0. 

但是,如同在图7中所指出的那样（这当然也可以用解析方法加以验证)，这个 
格与该域中所有整数作成的格并不相似. 












⑼城 k(y/2 + V§) •数1? = W W 满足方程 


i9 4 - 1(W 2 + 1 = 0. 

这个域中的数是 

f = r + sy/2 + ty/3 + uy/6, 

该域中的整数是 

^ = o + by/2 + cy/3 + dy/6, 

其中 a 和 c 是整数,而 6 和 d 要么两者都是整数，要么两者都是奇整数的一半•该 
域中仍然有 Euclid 算法,且因子分解是唯一的 • 

这些域是“四次域”的简单例子 • 

( iii ) 城数1? = 满足方程 


= ^ + t? 3 + i9 2 + t? + l = 0. 



















第 16 章算术函数 
0(n) ， /x(n), d(n), <r(n), r(n) 

16.1 函数 <J>(n) 

本章和下面两章要研究 n 的某些“算术函数”的性质.所谓算术函数就是正整 
数 n 的函数 /(n), 这种函数是用表达 n 的某些算术性质的方式加以定义的. 

对于 n > 1,函数以在 5.5 节中定义为小于 n 的正整数中与 n 互素的整数 
个数.我们证明了（定理 62) 

0(n) = nll(l-^)- (16-1.1) 

这个公式也是由下面的定理表达的•^原理的一个直接推论. 

定理260 如采有 N 个物体, 其中有 N a 个有性质 a, 有岣个有性质 /?,•••, 
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如果取 a , b , … An 的不同的素因子 p , 〆 , …，就得到 

含⑻ =«- E 卜 E 忐-… 

这就是定理 62. 


(16.1.3), 


16.2 定理63的进一步证明 

考虑一组 n 个有理分数 

^ (1 < fc < ») (16.2.1) 

可以用恰好唯一的一种方式将^中的每一个分数表示成“不可约的”形式,也就是 
表示成 

h a 
n = d * 

其中 d | n , 而 

1 ^ a < d , ( a , d ) = l , (16.2.2) 

而且 a 和 d 是由/ 1 和 n 唯一确定的.反过来，满足 rf | r * 以及 (16.2.2) 的每一个分 
数 a / d 都在集合 (16.2.1) 中出现，尽管一般说来它们并不以最简分数的形式出现. 
这样一来，对于任何函数 F (*), 我们都有 

对于特殊的 d , (根据定义）再次有恰奋必⑷个 a 的值满足 （16.2.2). 于是，如 
果在 (16.2.3) 中取 F ( x ) = 1 ,就有 


16.3 Mobius 函数 


Mobius 函数 / i ( n ) 定义如下： 

(0 Ml) = 1； 

(ii) 如果 n 有一个平方因子，则= 0; 

(iii) 如果所有素数 pi,P2, …， pit 均不相同，則有 / i ( pip 2- - Pk ) = (- l ) fe . 从而 
有 m (2) = -1, #*(4) = 0, "(6) = 1. 

定理262 M ( n ) 是积性函教.① 


①参见 5.5 节. 
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这可以立即从的定义推出. 

由 (16.1.3) 以及 M ( n ) 的定义可以得到 

= ⑷ = 5 Z d ^(^) = S ® (16.3.1) 

其次来证明 

定理263 E / i ( d ) = 1 (n = l ), E / i ( d ) = 0 (n > 1). 

定理264如果 n > 1,且 A : 是 n 的不同索因子的个教，那么£ |/ i ( rf )| = 2*. 

d\n 

亊实上,如果 fc > 1，且 n = p ?* • • . pf , 那么就有 

J^/i(d)= 1 + ^fi(pi) + + … 

= 1 - t+ G)-(3) + =(1 - 1) * = 0 ' 

然而，如果 n = 1, 则有 / x ( n ) = 1. 这就证明了定理 263. 定理264的证明与之类似. 
定理263还有另外一个证明，这个证明依赖一个重要的一般性的定理. 

定理265如果 /( n ) 是 n 的积性函數，則 S ( n ) = |： /⑷亦然. 

如果 （ n , n ') = 1 ， d | n , 且 cf K ，则有 （ d ,<0 = 1且 c =缸取通 nn ' 的所有因 
子.从而 

9{nn') = /(°) = S /㈣）= 5^/(<0 E /(<0 = S ⑻咖 ')• 

clnn ' d \ n , d '] n ' d|n d ，| n ， 

为了推出定理 263, 记 /( n ) = / i ( n ), 这样就有 

s (»)=52 mW - 

< f|n 

于是有 J 7( l ) = 1,而当 m 彡1时有 

S ( p ™) = l + M ( p ) = 0. 

从而当 n = P n > i 时有 

ff(«) = aiPi^siP?) •. • = o. 

16.4 Mobius 反转公式 

以后要频繁地使用一个一般的“反转公式”，它首先是由 Mobius 证明的 • 

定理266如果 
①对满足 dd ' = n 的所有数对 求和- 









F (*)=S^ n ) G (!)• 

它有一个逆命题,也 就是： 

定理269 F(x) = ^(n)G0 G(z) = |；F0. 

这个定理可以类似地证明. 

这两个进一步的反转公式都包含在下面的定理之中. 

定理270 g ⑻= E /(mx) = f { x ) = ^ n ( n ) g ( nx ). 

借助定理263,读者应该没有什么困难就可以构造出它的证明.但是在涉及有 
关收敛性的时候还是应该小心从事.一个充分条件是 

J>(mn®)| = 5>(A)|/(fcc)| 

应该是收 敛的. 这里 d(fc) 是 fc 的因子的个数 .® 



16.6 Ramanujan 和的估计 

在 5.6 节中， Ramanujan 和 c„(m) 定义为 

咖言(苧) . 

现在可以将 Cn(m) 表示成为取通 m ^ n 的公约数的和式. 

定理271 cn(m)= 

如果记 

S (W ⑸’ /(n)= ； S/(»)' 

(16.2.3) 就变成 


(16.6.1) 


① 如果 mn = fc , 则有 n!k, 面 k 取遍诸数 1 , 2 , ■ 

② 参见 16.7 节. 




9(v) = ^2f(d). 


根据定理 266, 有反转公式 

/(») = 5Z^Q) 9{d), 

这就是 

现在取 F ( x ) = e(mx). 此时，根据 （16.6.1) 有 /(n) = Cn(m)， 而 

sW = Jl e ㈢ ， 

它根据 n|m 或者 n /m 而取值为 n 或者 0. 从而 (16.6.2) 就变成 

Cn(rn)= 53 K5) d . 

Cn(m) 的另外一个简单的表示由下面的定理给出. 

定理 272 如果 （n，m)=a 且71 = «^,那么 

♦)=警 

根据定理 2H 有 

Cn{m) = = S d ^ Nc ) - S ㊂ M ( 汉 c). 

现在，根据 ( N , c ) = l 成立或者不成立,分别有 /i(ATc) = n ( N )^ c ) 或者为 0. 于是 

c„ ㈣= afi ( N ) ^2 ~ = o#i(AT) + E 士 -)， 

其中的和式取遍能整除 a 但不能整除 TV 的所有不同的素数 p. 从而有 
Cn(m) = an ( N ) JJ (1_会)._ 

但是根据定理62有 

mn 卜 jh )， 

这就立即得出定理 272. 

当 m = 1时，有 c^l) = #i(n), 这就是 


(16.6.2) 

(16.6.3) 






都是完全数 • 

仅有的一类已知的完全数出现在 Euclid 的书中. 


定理276 如果 2 n+1 - 1是素數，那么 2 n (2" +1 - 1) 是完全数. 

记 2 n+1 - 1 = = 2"p. 那么，根据定理275有 

a ( N ) = (2 n+1 - l )( p + l ) = 2 n +1 (2 n+1 - 1) = 2 N , 

千冕 N 是完全数. 

定理276表明每个 Mersenne 素数都对应一个完全数.另一方面, 如果 N = 2 n p 
是完全数，则有 ( r ( iV ) = (2 n+1 - l )( p + l ) = 2" +1 p , 故有 p = 2 n+1 - 1. 因此任何 
—个形如 2"p 的完全数都对应一个 Mersenne 素数.但是我们还可以证明得更多一 
些. 


定理277 任何保完全数#是一个 Euclid 教，也就是一个形如 2 n (2 »+ l - 1) 
的数，其中 2 n+1 - 1是素数 • 

可以将任何一个这样的数写成 W = 2"6的形式,其中》» > 0,而&是奇数.根 
据定理275, dn ) 是积性函数,从而 <r(N) = cr(2 n )a(b) = (2 n + l - l)a(b). 由于 N 是 
完全数，则有 a(N) = 2N = 2»+>6,所以有 

b 2 n+1 - 1 

右边的分数己是最简形式，于是 

6 = (2 n+1 -l)c, a(b) = 2» +1 c 


其中 c 是一个整数. 

如果 C > 1, 至少有因子 6,c,l, 所以 

a ( b ) ^b + c+l = 2 n +1 c + l > 2" +1 c = < r { b ), 

这是一对矛盾.于是有 c=l,JV = 252-+ 1 - 1)，且 a(2 n+1 -1) = 2"+ 1 . 

但是，如果2— 1 - 1不是素数,它除了自身和1以外还含有其他的因子，故而 
<t( 2 b+1 - 1) > 2 B+1 . 


从而 2 »+ J - 1是一个素数,定理得证. 

与 Mersenne 素数对应的 Euclid 数是仅有的已知的完 全数. 看起来有可能不存 
在奇完全数,但这并未得到证明.在这个方向上己知的最多结 果是： 任何奇完全数 
必定大于10 200 ;任何奇完全数必定有至少8个不同的素 因子; 任何奇完全数的最 
大素因子必定大于100 110. 


16.9 函数 r(n) 


定义 
等理整数. 


r ( n ) 是将 n 表示成 n = A 2 + 5 2 这种形状的表法个数，其中火和 B 是 
即便两个表示法仅仅是“平凡地”不同，也就是两个表示法仅仅是符号 





或者 4 和 B 的次序不同,我们也把它们算作是不同的表示法.于是 

O ^ O ^ O 2 , r (0) = 1; 

1 = (±1) 2 + 0 2 = 0 2 + (±1) 2 , r ( l ) = 4; 

5 = (±2)*4- (±1) 2 = (±1) 2 + (±2) 2 , r ⑻= 8. 

我们已经知道 （15.1 节) ：当 《是形如 4 m + 1的素数时， r ( n ) = 8,且除了 8个 
平凡的变形外，其表示法是唯一的.另一方面，当 n 形如 4 m + 3 时， r ( n ) = 0. 

对于 n > 0,我们定义 x(n) 为 

X(n)=0 (2| n ), X ( n ) = (2 和) • 

.从而对 n=l，2,3".，x(n) 的取值为1，0，-1，0，1，.".由于当 n 和 n' 是奇数时有 

\( nn r - 1) - |(n - 1) - \{ n ' - l ) = ^( n - 1)(»»’ -1) = 0 (mod 2), 

从而对所有的 n 和《'有 

X(nn’) = x(")X(»’)- 

特别地, X ( n ) 是在 5.5 节意义下的积性函数 • 

显然，如果记 


那么 


J(n) = X)x ⑷， 


(16.9.1) 


S(n) = dx(n) - ds(n), (16.9.2) 

其中由⑻和 d 3 ⑻分别表示 n 的形如 4 m + 1以及形如 4m + 3 的因子的个数 • 


现在假设 

n = 2 a N = 2。/!!/ = 2。 II ， IR ， (16.9.3) 

其中 p 和 g 分别是形如 4 m + 1以及 4 m + 3的素数.如果没有形如9的因子，则 
11/是“空’’的，此时定义《/为1.显然 5( n ) = S ( N ). N 的因子都是乘积 

JJ (1 + p + • • • + p r ) JJ (1 + g + • • • + 9*) (16.9.4) 

中的项.一个因子形如 4 m + 1,如果它包含偶数多个因子在相反的情形中，该因 
子形如 4 m + 3. 于是，在 （16.9.4) 中用1代替 p , 用 -1 代替 g 就得到了 5( JV ), 这 


s(N ) = n ( r +” n ( 1+( 2 ~ iy ) • ( 腿 ) 

如果有任何一个 * 是奇数，也就是说,如果〃不是平方数，那么 

S(n) = S(N) = 0. 

然而，如果是一个平方数，则有 

S(n) = S(N) = Y[(r + l) = dOi). 

我们的目的是证明 


定理278 如果 n > 1，那么 r(n) = 4«(n). 
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17.1 由 Dirichlet 级数生成算术函数 


外) =£奈 (17.1-1) 

的级数.变童 S 可以是实的或者复的,不过,这里将只考虑实 的值. 级数的和 F («) 
称为 的生成函教 (generating function ). 

当我们深入研究 Dirichlet 级数时,要涉及许多精细的收敛性问题.这些收敛性 
的问题大多数与这里要讨论的内容无关，这是因为我们关心的主要是该理论形式的 
一面,而且大多数结果都可以（如同 17.6 节中将要说明的那样）不用任何分析的定 
理,甚至不需要使用无穷级数的和的概念就可以证明.然而还是有一些定理必须被 
看成为分析的 定理. 而且,即使情形并非如此，读者也会发现,将出现的级数看成是 
在通常的分析意义下的和式来考虑要更容易 —些. 

我们将要利用下面的四个 定理. 它们是更为一般的定理的特殊情形，当这些更 
—般的定理在一般理论的适当地方出现时,可以用不同的方法更好地予以证明.这 
里仅限于讨论当前必痛的基本结果. 

⑴如果 ！>«»-* 对于—个给定的 s 是绝对收敛的，則它对所有更大 的沒也 
绝对收敛.这是显而易见的，因为当 n > 1且勿 > 朽时有 

(2) 如果对《 >勿为绝对收敛,那么等式 (17.1.1) 可以逐项微分，从 
而对 8 > SO 

产 (《) = 知上' (17.1.2) 

为证明这个结论，假设 s 0 < so + S = si ^ s ^ s 2 . 那么就有 Inn < K ( S ) ni s , 其中 
K ( S ) 只与5有关，且对区间 (51, « 2 ) 中所有8有 

| 字卜 ㈤ . 

由于 

刘為 I 
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收敛，故而 (17.1.2) 右边的级数在 ( ai , s 2 ) 中一致收敛，从而逐项微分是无可厚非 
的. 

(3) 如果对 s >8 0 有 F ( s ) = Da „ n -» = 0, 则对所有 n 有= 0. 为证明这 
点，假设是第一个非零的系数.那么就有，比方说 

-卜芳 (竽) 、泞 (竽 ) j _) 

= + G(*)}. 

如果 s 0 < Si < s ，则有 

(宇)'(竽 r_w 

以及 

它当 * - oo 时趋向于 0. 因此，对充分大的《有 
|l+GWI>i f 

于是 （17.1.3) 就# 含= 0,这是一对矛盾 • 

由此推出，如果对 s > 幻有 则对所有 n 皆有知= /?„• 
我们把这个定理称为"唯一性定理” • 

⑷两个绝对收敛的 Dirichlet 级数可以用 17.4 节中所说的方式相乘 • 

17.2 C 函数 

最简单的无穷 Dirichlet 级数是 

= (17.2.1) 

它对 a > 1收敛,而它的和则称为 RiemannC 函数. 特别地有① 

以 2 ) = E ^ = t . ( 17 - 22) 

如果在 (17.2.1) 中对于 s 逐项微分,则得到 •• 

定理 2T9 <，(*)»-琴鴃 (* > 1). 
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C 函数是素数论的基础.它的重要性与 Euler 发现的一个不寻常的恒等式有关. 
这个恒等式把这个函数表示成了只取漶素数的一个乘积. 

定理 2 80 如果 s > l ， 則有 

由于 P 彡2,故而对 s > 1( 实际上对 a > 0) 有： 

= 1+ P -+ P~ 2a + ... . (17.2.3) 

取 p = 2,3, • • • 尸,并将这些级数乘在一起,所得到的一般项就有形式 

2 -a a « 3 -«s» ... p~^P» - n -», 

其中 

n = 2 a »3 03 - P °»* ( O 2^0, a 3 ^0,- - ap >0) 

当且仅当 n 没有大于 P 的素因子时，则利用定理2可得，这样的数 n 就会在此乘 
积中仅出现一次.从而有 

ni ^ = En - 

p<p v (P) 

右边的求和取遍素因子不超过/ > 的所有正整数. 

这些数包括所有不超过 P 的数，所以0 < g n -» - En -< gn -*. 而最后 

n-l ( P ) P +1 

的和当 P - oo 时趋向于 0. 于是 f ： n - = p lim ^ n - = 这就 

是定理 280 的结果 • 

定理 280 可以看成是算术基本定理的一种解述表述. 

17.3 C («) 在 s — 1 时的性状 

以后我们需要知道当 * 取大于1的值且趋向于1时, c ⑷和（'⑷的性状如何. 
可以将 <(幻表示成下述 形式： 

as )= E n _ s = j 7 x ~ adx+ £ r +1(n ~ s_ x ~* )dx - ( i7 - 3 - x ) 

其中，由于 s > 1, 则 

r 〜占. 

如果 n < x<n + l , 则又有 

0 < «-• - *-• = !* sf'-Mt < 

所以 



0 < I " ( n _, - x~ a ) 6 x < 

(17.1.3) 中最后一项是正的,且 i 值上小于 s £ n - 2 . 从而有： 
定理281 CW = JZT + W 
我们还有 

lnC ( s ) = lnj ^+ ln{l + 0( s - l )}, 

从而有： 

定理282 In C ( s ) = In + 0(8 - 1). 


如同对 （( s ) 进行讨论那样还可以对 
- C ’( a ) = ^2 n - * lnn = J ^° x~ a ]nxdx + [ J ( n _* lnn_ ®~* lnx ) da : 

进行讨论，从而 推出： 

定理 283 < ， W = -(7Ti)3+ 0 ( 1 ) - 


特别地有 

C (8) ~7= l - 

这也可以用下述方法加以证明.注意到,如果 s > 1,则有 

(1 - 2 1 - , )<(») = 1-* + 2-* + 3— +-2(2~» + 4-*+6— + ---) 

= l~ a -2— + 3~ a -, 

而最后—个级数对 s = 1收敛于 ln 2. 从而① 

(卜 1K ⑷ - ln2^ = l. 


17.4 Dirichlet 级数的乘法 

假设给定由有限多个 Dirichlet 级数组成的集合 

53 a „ n -4 , 52 A » n - *, 5^7« n_ *， …， (17.4.1) 

并从每一个级数中选取一个因子构成所有这样的乘积,用这样一种方式将这些级数 
相乘在一起.所得到的一般项是 

不包含在 17.1 节中的定理.我们不证明这个定理，因为只在另 


①这里假设 




x»= S oWVyw- (17.4.2) 

级数 Ex»»n-*(x n 由 (17.4.2) 定义）称为级数 (17.4.1) 的形式乘积 (formal product). 

最简单的情形是 (17.4.1) 中只有两个级数和 T.^v~ a 的情形.如果 
(将记号稍加改变）用 E7nn- 来记它们的形式乘积，那么 

7n= 53 Qu ^ v = = ^2 a n/d0d, (17.4.3) 

这是一种在第16章中频繁出现过的和式.又若两个给定的级数都是绝对收敛的， 
且它们的和分别是和 G(s), 则有 

F(s)G(a)=^ a u «-^ 0 v v~ a = ^ aMuv)- 

= S n ~* S OuA, = 

这是因为我们可以将两个绝对^收敛 Skifc 相乘,且可以按照所希望的任何次序来安 
排乘积中的项. 

定理284如果级數 

^(*) = g(«) = 53 a» v_ * 

绝对收敛，那么 

F(s)G(s) = Y^ n n-, 

其中 7r •由 (17.4.3) 定义. 

反过来，如果 H(a) = EM - * = F(»)G(a), 那么由 17.1 节中的唯一性定理推 
出有心= 

适当注意就可以将我们给出的形式乘积的定义推广到无穷多个级数的情形去 • 
为了方便起见，可以假设 ai =汍= 71 = •. • = 1.此时 (17.4.2) 中的项… 
只包含有限多个异于1的因子,只要该级数绝对收敛,®我们就可以用 (17.4.2) 来定 
XXn- 

最重要的情形是/(I) = 1, /(n) 是积性函数，且级数 (17.4.1) 就是对 p = 
2,3,5，.••有 

1 + /(P)P-H 

于是，比方说当 U = 2°时， 0 

n 作为一个有非零系数的乘积 UVW- - 恰好出现一次，而且，当 n = …时有 


①必须假设绝对收敛，这是因为我们没有在所要选取的項中指定它们的 次序. 





Xn = /( Pi ^/ CpS 2 ) … =/(»)• 

应该注意到,级数 (17.4.2) 化简成_个单项，从而不再有收敛性的问题存在. 
于是有 

定理285 如果/( I ) = 1，且 /( n ) 是相性函教，則 



是级教 (17.4.4) 的形式乘积. 

特别地,是级数 

l+p~* +p~ 2a +•• 

的形式乘积. 

定理280在某些方面说的要比这更多一些，也就是说， COO (当 * > 1时它是级 
数 En _« 的和）等于级数 l + p -*+ jT a * + …的和的 乘积. 其证明可以推广以包 
含这里所考虑的更 加一般 的情形 • 

定理286 如果 /( n ) 满足定3 285的条件，且 

[|/( n )|«- < (17.4.5) 

收敛，那么 

F(s) = ^；/(*»)«- = HP + f(p)p- + /(P 2 )P~ 2 * + ••}• 

记 

F P 00 = 1 + f(p)p- + /(p 2 )^ 2 * + •••, 

这个级数的绝对收敛性是 (17.4.5) 收敛性的一个推论.这样一来，与在 17.2 节中进 
行同样讨论,并利用 /(«) 的积性性质,就得到 



由于 

f ； /(n)n--E /(n)n- < f ； |/(n)|» -- 0, 
|n=l (P) I P+1 

所欲证之结果就如同在 17.2 节中一样得出. 


17.5 某些特殊算术函数的生成函数 











I = lxl -* + 0 x 2— + 0 x 3-* + …， 

Z = 1 x 1~* + 1 x 2 - » +1 x 3~* + • • •, 

M=/i(l)l-* + ⑶ + m(3)3-* + •••. 

用义 = S 来表示对所有 n 的值都有 a „ = 

方程 = C 表示 C 是 A 和 B 的形式乘积（在 17.4 节的意义下).如同在 
17.4 节中那样,这个定义可以被推广到任意有限多个级数的乘积，而且如果适当谨 
慎处理的话，还可以推广到无穷多个级数的乘积中去.由定义显然可以看出 
Ax B = BxA , AxBxC = ( AxB)xC = Ax ( BxC ), 

等等,还有 4 xJ = A 

等式 = S 意味着有 


bn = ^2 a d . 

假设存在一个级数 L^nZxL = I . 这样就有 


A = AxI = Ax ( ZxL ) = ( AxZ)xL = BxL , 

也即有 

°n = 53 & d W «*- 

Mobius 公式断言 i „ = 也就是 L = M , 或者说有 

ZxM = I , (17.6.1) 

而这就意味着 

当 n = 1时为1,而当 n > 1时为 0( 定理 263). 

可以如同在 16.3 节中那样来证明这个结论，或者也可以如下进行下去.记 
P p = l-P~\ Q p = l+p- a +p~ 2t + -； 

其中 p 是一个素数（从而使得，比方说 ，尸 P 是这样一个级数 A 其中勿 = l , a p = - l , 
而其余的系数均为 0). 在洱和 Q p 的形式乘积中计算的系数.如果 n = 1,这 
个系数为1;如果 n 是 p 的正幂次,这个系数为 1-1=0; 在所有其他的情形下，这 
个系数的值都是 0. 如此对每个 p 就有 

P p xQ p = I . 

级数 P P ， Q P 以及 J 都是 17.4 节中考虑过的特殊类型的级数，且有 

z=U^ M =U p p^ 

zxM=n^ x ii p p> 

而 


U ( Qp ^ p p )= U I=I 










所以与前面一样可以 推出： 

定理297 -/ x ( n)lnn = 5；/ i 0) A ( d ). 

类似地有 

由此（或者由定理297和 267) 可得 •• 


A(«) = -EM(d)l 


17.8 生成函数的进一步的例子 

我们增加几个各具特色的例子.定义办 (n) 是将 rx 表示成 fc 个正因子（其中 
任何一个数都可以是 1) 的乘积的表法个数，两个表示法如果仅仅是其中因子的次 
序不同，也被视为不同的 表示. 特别地有 da(n) = d(n). 于 是有： 

定理299疒 W = («>1). 

定理289是这个定理的一个特例. 

fw = n(r^)-n( i+ ?) 1 

其中 A ( n ) = (-1)^, pin 的°素因子的总个数,重因子按照重数来 计算. 这样就有： 

定理咖 错碑 ㈣ . 

类似地，可以证明. • 

定理 - 錶 Kt 竽 ㈣ . 



从而 得到： 

定理 302 墨 =„| 誓 c 〉 1 ). 

更一般地，如果根据《有还是没有 ib 次幂因子而有 q k ( n ) = 0或者 q k ( n ) 
那么 就有： 

定理細- 
另一 •个厲于 Ramamyan 的例子是： 

定理 -- 
这可以证明如下.我们有 



=1 + 4® + 9x 2 + …= E (Z + 1)V. 


g§=n{|a +1 ,v}. 

根据定理273,当 n = p [^ …时, n- 的系数是 

(ii + l) 2 (i 2 + l) a -={ci(n)} 3 . 

更为一般地，可以用类似的推理 证明： 

定理305 如果 s,s-a，s-6 和 s-a-6 全都大于1,那么 

C ⑷ C(» - o)C(* - fe)C(g -a-b) _ ^ 

C(2« -o-6) -会 

17.9 r ( n ) 的生成函数 


在 16.10 节中我们看到 





r (»)= 4 5^ x ⑷， 

其中 x ㈨当 n 为偶数时取值为0,而当 n 为奇数时取值为于是有 

=«(*)«■). 




4 C ( a ) L ( a ) (« > 1). 


17 ( a ) = 1 -- 2 -+3--- 

可以通过公式 

i 7 («) = (1-2 1 -)CW 

来用 “s) 表示.但是(它也可以表示成 


) = n ( ir ^) 


I和 4m + 3的级数中，它是素数分布的 


17.10 其他类型的生成函数 

本章讨论的生成函数是由 Dirichlet 级数定义的，但是任何函数 
F(*) = X：an«nW 

都可以被看成是的生成函数. Un ( s ) 的最一般的形式是 

Un ( a ) = e ~ Xn， , 

其中八 是稳步增加而趋向于无穷的正数 数列. 最重要的情形是入„ = hm 和 、= n 
的情形.当 A „ = Inn 时, «„( s ) = n -, 该级数即为 Dirichlet 级数. 当 A „ = n 时，它 
是关于 

x = e~ a 

的一个幂级数. 

由于 m-. f = (mn)-. 且， F = ar m+n , 第一种类型的级数在数论（尤其 
是素数理论）的“积性”方面较为重要•像 

53/i(n)* n , 5^^(n)* n , ^A(n)x n 



260 第 17 幸算术函數的生成 a 数 


这样的 一些函 数都是极难处理的.但由幂级数定义的生成函数在加性数论中却起 
着主导作用 

其他的有意思的级数类型可以通过取 
来得到.记 

吵)=£°»1^， 

并忽视收敛性问题（这里对收敛性问^不感兴趣) ®. 这样一种类型的级数称为 
“Lambert 级数' 那么就有 

F(x) = '£a n '£x^=f^b N x N , 

n=X rr»=l N=l 

其中 

6^ = ^0„. 

a 与 b 之间的这种关系是在 16.4 节和 17.6 节中考成过的,它等价于 

<Mf(s)=g(s), 

其中/⑷和 S ⑷是与 On 以及6„相伴的 Dirichlet 级数. 


定理307如果 


那么 


成立，当且仅当 


/(«) = H Onf， 咖)=二 b n n—, 

F(*) = X ； an r ^=X； 6 » xn 

C(s)m = g(8). 


*，则由定理287有 S ⑷= 1. 如果/⑷= Z 4>( n ) n - a , 


I - £^=， 

1 309 £ r =^ = ( T ^)5- 


① 见第19章至第21章. 

② 当0 < rr < 1时，我们考虑的所有这种类型的级数都是绝对收 效的. 














第 18 章算术函数的阶 


18.1 d ( n ) 的阶 


第17章讨论了由像 d ( n )、 ⑻以及咖）这样的算术函数所满足的形式关系 • 
现在来考虑当 n 的值很大时这些函数的变化，首先从函数 rf ( n ) 开始.显然当 n > 1 
时有 d ( n ) > 2,而当 n 是一个素数时有 d ( n ) = 2. 从 而有： 

定理313 当 n -* oo 时 d ( n ) 的下板限是2: Mm d ( n ) = 2. 


否定 


要想对 
的 结果. 


d ( n ) 的阶找一个非平凡的上界就不那么显而易见了.首先来证明一个 


定理314 d ( n ) 的阶有时可以大于 Inn 的任意 幂次： 等式 
d ( n ) = O {( lnn ) A } 

对每个厶都不成立 .® 

如果？ i = 2 m ， 那么 

d ( n ) = m +1 〜 

如果 n = (2 x 3) m , 那么 

d(») = (m + l) a ~ . 


/ < A </ + 1 
(2 x 3 … p , +1 ) m , 


=卜 +1 ) ,+1 ~{兩 


其中 A •与 n 无关.于是 (18.1.1) 对无穷多个 n 的值皆不成立. 
另一方面,可以 证明： 

定理315 对所有正教 J 都有 rf ( n ) = 0( n 6 ). 


①符号 0,o,~ 定义在 1.6 节中. 



n > P(e) 时 

|/(n)| < A c e, 

于是就有 /(n)-»0. 

为了推导出定理 315, 取 /(n) = n~ s d(n ). 此时根据定理273, /(n) 是积性的， 
且当 — 00时有 

奶=穿 < 吳=忐誤 - 0 . 

从而当 rx — oo 时有 /(«) — 0,而这正是定理 315( 用。代替 O). 

还可以直接证明定理 315. 根据定理273有 

莩 =S_+ (1 _ 

由于 

a51n2<e oitaa = 2^<p oi , 


故有 

安 C + 六 ^ + ‘ <«*>(‘)• 

我们在 (18.1.2) 中对于小于2 1 "的那些 p 利用这个结果，这样的素数个数少于2以 
如果则有 






P^2，^ < 1. 

exp ( 土 ) < exp (‘ )=0 ⑴. （ 18.1.3) 


(l + !e)ln2 
°~ In Inn 

代替 d . 由于正是在这里我们才第一次用到 ( J 与 《 无关这一事实,所以要到我们得 
到 (18.1.3) 的最后一步,才会看出其中出现的变化.这一次对于所有 n > no ( s ) 有 
， / d ( n )\ 2"。 (In In Inn ^ fln 2 Inn 

(根据 1.7 节关于对数型无穷大以及幂级数无穷大的说明).从而有 

v 1 2 In Inn In Inn 

这样就证明了下面定理的一部分结果. 

定理 317 = 

也就是说, 如采 S>0, 那么•所有 n > no ⑷有 

d ( n )< 2 < 1 +«> lnn / lBton l 


又对无穷多个 n 的值有 

d (») > 2< 1 -«) |nn / ,,,Inn . (18.1.4) 

于是 d ( n ) 的其实的“最大阶”大约是 2> n "/ taIn **, 由定理315推出 
Inn 

所以有 d ( n ) = n ta **( n)/inn = n « n) 其中当„ — oo 时有 e „ — 0. 另一方面，由于 
2 l n n/lnlnn = „ ln 2/ ln lim ， 且很慢地趋向于无穷，所以很慢地趋向于0.粗 
略地说,对某些 n ， d ( n ) 更像是 n 的幂,而不像是 Inn 的幂. 但是这种情形出现得 
十分少 ®, 而且正如定理313所指出的那样, d ( n ) 有时候是相当小的 • 

为了完成定理317的证明，必须对一列适当的 n 证明 (18.1.4). 取 n 是前 r 个 
素数的乘积，所以 


①见 22.13 V. 


= 2x3x5x7x-xP, d(») = 2 r = 2*( p ), 



其中 P 是第 r 个 素数. 这样选择的 n 会给出 d ( n ) 的很大的值.第22章要讨论函 


那里将证明（定理 414)： 对某个固定的正数 A 和所有 02有 
tf ( x )> Ac .® 

这样就有 

AP < t ?( P ) = ^ lnp = Inn , 


18.2 d ( n ) 的平均阶 

如果 /( n ) 是一个算术函数且 S ( n ) 是 n 的任意一个简单函数，使得有 

/(1) + /(2) + ••• + /(«) + 5 (2) + ••• + g(n), (18.2.1) 

% J(n ) 的平均阶 (average order ) 是 g(n). 对许多算术函数来说，当《很大时， 


定理318 d ( l ) + rf (2) + - 


In 1 + In 2 4-…+ Inn ~ J In 〜 nlnn ， 

故而定理 318 的结果等价于 

d ( l ) + < 2 ( 2 ) + …+ d ( n ) ~lnl + ln2 + • + lnn . 

可以将此结果表 述成： 

定理319 d(n) 的平均阶是 Inn . 

这两个定理都包含在一个更精确的定理之中， 此即： 

■ + d ( n ) = r»Inn + ( 27 - l)n + 0(y/n ), 其中 7 是 


















其次,如果 n=p m , Rp>l/e , 那么 

<Kn) = n (1 - > n(l - e ). 

从而有： 

定理 326 ns ^ = i . 

关于利 n) 还有两个与定理 322 以及定理323相对应的定理. 
定理327对每个正数有 - oo . 

定理 328 M ^(n)tolan =e _ 7 
由 • 

定理329 A <^^<1( 对某个正的常教 >4) 


为了证明最后一个定理，注意到，如果 n = p a , 那么 


^( n )= nJJ ( l - p - 1 ). 

*). 
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可以把定理328的证明推迟到第22章中. 

18.5 <t>(n ) 的平均阶 

於 ( n ) 的平均阶是 6 n /: t 2 . 更精确地有 
定理330 $(») =沴 (1) + …+ < p [ n ) = + O ( nlnn ). 

这是因为，根据 (16.3.1) W 

吻) = f > E 字= E 办⑷ 

m=l d|m dd'^n 

=☆0 皆⑷⑽%卽 

4i^{S +o G)} 



这里用到定理 287 和 (17.2.2). 

Farey 数列不 > 中的项的个数是 $( n ) + 1, 故而定理330的另一种形式是： 

定理331 n 阶 Farey 数列中項的个教近似等于 3 n 2 /» 2 - 
定理330和定理331可以更形象地用概率论的语言加以描述.假设给定 n , 考 
虑满足 

9>0, lKp<q^n 

的所有整数对 ( p , g ) 以及相应的分数 p / g . 共有 

个这样的分数，其中既约分数的个数是 *(«)• 如果按照自然的方式将 “ P 与《 
互素的概率”定义成 n lim 就 得到： 

定理332 两个整數互素的概牟是 6/ jt 2 . 



18.6 无平方因子数的个数 


一个相关的问题是求“无平方因子的”数^的概率，也就是近似地确定不超过 
X 的无平方因子数的个数 Q(x). 

可以把所有正整数 n < y 2 划分成集合5!,5 2> …， 使得& 恰好包含以 d 2 作 
为最大平方因子的那些数 n , 从而负就是所有无平方因子数组成的集合. 
厲于&的数 rz 的个数等于 

喵)， 

又当 d > 3 /时，& 是空集.于是 

由此根据定理268有 

o(w 2 )=E^)[$] =E^{^+o(i)} 

WE 眢+吻） 

=盖 + 0 (y ) =菩 + 0 (y). 

用 x 代替 f 得到: 

定理333 无平方因子数的概率是 6/ ji 2 . 更精肩地说， 

Q(x) = ^+0(y^). 

-个数 r » 是无平方因子的，如果 Mn ) = ±1,也即有 |/ i(«)l = 1- 故而定理333 
的另一种表 述是： 

定理334 + 

自然要问,在无平方因子数中，使 n{n) = 1成立的数与使得 / i ( n ) = -1 成立的 
数是否以大 致相同 的频率出现？如果确实如此，和式 
M{x) = ^2n(n) 


①没有平方因子，即是不同索败的乘 积：见 17.8 节. 




的阶就会比: r 要低，也就 是有： 

定理335 M ( x ) = o(x). 

这个结论是正确的，不过我们必须把它的证明推迟到 22.17 节中. 


18.7 r ( n ) 的阶 

根据定理278以及 (16.9.2) 式可以猜测，函数 r ( n ) 的性状在某些方面有点像 
d ( n ). 如果 n = 3 (mod 4), 那么 r ( n ) = 0. 如果 n = (pip 2 - - - W + i ) m , 且每个 p 都是 
形如 4 fc + 1 的素数，那么》■ ㈨ = 4 d ( n ). 在任何情形总有咖）< 4 d ( n ). 这样就得到 
了与定理313, 314以及315类似的结果，这 就是： 

定理336 Umr ( n ) = 0. 

定理337 对每个厶， r ( ti ) = O {( lnn ) A } 都不成立. 

定理338 对每个正數 <5都有 r ( n ) = O ( n *). 

还有一个与定理317相对应的定理 . f ( ti ) 的最大阶是 
2概. 

当考虑平均阶时就会出现差别. 

定理339 r ( n ) 的平均阶是 n , 也就是有 

w lim r(1) + f(2) + • 

更精确地有 

r ( l ) + r (2) + ••• + r ( n ) = nn + 0(y/n). (18.7.1) 

可以从定理 278 推出这个结论，或者直接证 明它. 直接证明更加简单 •由于 
方程: c 2 + y 2 = m 的解数 r ( m ) 就是 L 在圆: r 2 + j/ 2 = m 上的格点个数，故而和 
式 (18.7.1) 是在圆 x^ + y 2 = n 上及其内部的格点个数少 1. 如果把毎个这样的 
格点与以此格点为左下角点的方格对应起来，就得到一个面积，这个面积包含在圆 
i 2 + y a = (> + V 2) 2 中且包含圆 x 2 + y 2 = ( Vn -^) 2 在其内部，而这两个圆均 
有面积 jm + 0(y/n). 

这个几何论证方法可以推广到任意维数的空间中去.例如,假设 rs ( n ) * 
x 2 + y 2 + z 2 = n 

的整数解的个数（仅符号不同或者次序不同的解再次被视为不同的解) • 那么可以 
证明： 

定理340 r 3 ( l ) + r 3 (2) + r 3 ( n ) = + O ( n ). 






如果利用定理: 


E xm X ； 1=4 E x(«) [|]- 




无论 z 是否整数,这个公式皆为真.如果我们分别过 18.2 节的区域 XZJfT 和 
DFX 求和,并通过首先沿图8的水平线求和来计算这个和式的第二部分，就得到 
4 Ex(«)[^]+4 5 ： E X(«). 


第二个和是 0(y/x), 这是因为 ZxM 在任何界限之间的值都是0或者±1,而且 

H X(«) [^] = ^x(«)^ + o(V5) 

= x|i« + o(-^)}+0(v^) = i»® + 0(v/i). 

这就给出了定理339的结果. 















超过 m 的分划个數. 

我们将进一步使用这种特征的“图形的”论证法,但是通常还需要由生成函数 

的理论提供的更加强有力的工具. 

19.3 p(n) 的生成函数 

在这里有用的生成函数是幂级数 ® 

F(x) = ^f(n)x n . 

一般项系数是 /( n ) 的级数的和称为 /(«) 的生成函教,也说成是对 /( n ) 进行计教. 

p ( n ) 的生成函数是由 Euler 发现的,它是 

= 1+ ( 19 . 31) 

通过写出无穷乘积 0 

(1 + * + ®* + ••■) 

(l + a ^ + x 4 + •••) 

(l + ® 3 + *® + ._.) ’ 

并将这些级数乘在一起，就能看出这个公式成立 . 》的每个分划恰好对#的系数 

贡献出 1. 于是，分划 

10 = 3 + 2 + 2 + 2 + 1 

①与 17.10 节 比较. 




对应于第三行中 X 3 、 第二行中的：^ = *2+2+2 以及第一行中的: r 的乘积，这个乘 
积对: T 113 的系数给出贡献 1. 

这就使得 (19.3.1) 变得直观，但是（由于必须将无穷多个无穷级数相乘）有必 
要对此论证方法作某些进一步的展开. 

假设0 < a ; < 1,此时定义 F (: r ) 的乘积收敛.级数 

1 + X + X 2 + • • • , 1 + X 2 + * 4 + • • • ,…， l+x m + x 2m + … 

均为绝对收敛,于是可以将它们相乘,并且可以按照我们的意愿来安排得到的结果. 
乘积中#的系数是 Pm ( n ), 它是将 n 分成每部分均不#过 m 的分划的个数.从而 

Fm ⑻ = ( l - x )( l - x ^)---( l - x ") =1 + ⑻ ( 19 . 3 . 2 ) 

显然有 

知⑻一)， (19.3.3) 

对 n < m 有 

加⑻=咖)， (19-3.4) 

又对毎个 n ， 当 m — 00时有 

Pm ⑻- (19.3.5) 

又有 


A ⑻ 


= 1 + £p(n)x n + Pm(r»)a 


(19.3.6) 


它的左墙项小于 F(x), 且当 m — oo 时趋向 F(x ). 故而有 


1 + £ p ( n ) x n < F m (x) < F(x), 

它与 m 无关.从而 Ep(n)x n 收敛，于是根据 （19.3.3) 知，对于区间0 < a : < 1中 
任何固 定的： c ， EPm ( n ) x " 均收敛，而且还对于所有 m 的值为一致收敛.最后，由 
(19.3.5) 得出 

1 + J ^ p ( n ) s n = (1 + 5^ p m ( n ):") = F m (*) = F(x). 


(1 - 邮-外岣 (_ 

计算 了将打 分成每部分均不超过 m 的分划,也即分成至多 m 个部分（根据定理343, 
二者完全相同）的分划的个数. 

我们已经详细写出了基本公式 (19.3.1) 的证明.我们对0 < a : < 1证明了这个 
公式，它对|*| < 1的正确性可以立即由分析中熟知的定理 推出. 下面将不关注这 
样的“收敛定理这是因为对于讨论对象的兴趣基本是形式上的.我们处理的级 




数和乘积对于很小的 a ; (与这里相同,通常是对于 ㈤ < 1) 全部都是绝对收敛的.所 
出现的收敛性、恒等式等问题都是平凡的，这些问題可以由任何懂得函数论基础的 
读者立即解决. 


19.4 其他的生成函数 

对于用各种方式将《进行受限制的分划，求出其生成函数同样是很容易的.例 


(1 _ * 2 )(1 - 3^)(1 _ JT 6 ) … V '' ； 

是将 n 分成偶数之和的 分划； 

(1+®)(1+ ^(l +® 3 )-- (19.4.3) 

是将 n 分成不相等的请教之和的 分划； 

(1 + *)(1 + *»)(1+* 8 )… (19.4.4) 

是将 n 分成不相等的奇教之和的 分划； 而 

- r -4 ~ sn - st — (19.4.5) 

( 1 -®)( 1 - 3^)(1 _««)(1 _*»)••• 

(其中的指数是形如 5 m + 1或者 5 m + 4 的数）是将 n 分成若千个数（每个数都有 
这两种形状之一）之和的分划 • 

以后会出现的另一个函数是 n 

(1 - ® a)(i - x 4 ) • • • (1 - x 3 " 1 )' (19.4.6) 

它计算的是将 n-N 分成偶数个均不超过 2 m 的数之和的分划，也就是将 |(n - 
N) 分成每个数均不超过 m 的若干个数之和的分划.再根据定理3«,这也就是将 
|( n - iV ) 分成至多 m 个数之和的分划. 

分划的某些性质可以立即由这些生成函数的形式导出•由于 
(l + x)(l + x 2 )(l + x 3 )-= 1 1 ~^~^^-- 

从 而有： 

定理344将 n 分成若干个不相等的数之和的分划个教等于将它分成若千个 
奇数之和的分划个数 • 





19.5 Euler 的两个定理 

有两个属于 Euler 的恒等式,它们对于这个理论中频繁使用的不同证明方法给 
出了富有启发性的例证. 

定理 ( l + x)(l + x»)(l + ^)... = l + T ^ + (1 _^ 1 _ ^ 

X 9 

+ (l-*2)(l-S<)(l-»6) + …. 


定理346 ( l + x »)( l + ^)(l + x '-)... = l + T ^ +(i _^ 1 _ it) 



在定理346中，分子中*的指数是1 x 2,2 x 3,3 x 4,… • 

⑴首先利用 Euler 引进一个第二参数 a 的方法来证明这些定理. 

设 

lf(o) = K(a,x) = (1 + a®)(l + ox 3 )(l + ax 5 ) • • • = 1 + cia + caa 3 + … 
其中 Cn = Cn(aO 与 a 无关.显然 

ifW^^l + aaOAXa® 3 )， 

这也就是 

1 + CiO + caa 2 + • • • = (1 + ax)(l + cjax 2 + C20 2 x 4 H - ). 

于是,令系数相等，就得到 

Ci=x + CiX 2 , C2 = Cl® 3 + C2® 4 ,- • • ,Cm = Cm-i® 2 "* -1 + Cm^ ，- - ■, 

从而 


①它与桠等式 




(l + x )( l + *»)(1 + *<)(1 + *») • 
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x 2to- 1 ^1+3+… +(2m-l) x m 2 

l-X 2mCm ~ 1= (l ^*)(1 -M) … (1 = (1 _^ 4 )… (1 _ar3m) • 


(l + Qx)(l + Qg 3 )(l + o» 8 )-- = l + I ^+ (1 _^ 1 -_ a!4) +--, (19.5.1) 

而定理 345 和定理 346 是当 a = 1 以及 a = z 时的特例. 

( ii ) 这些定理还可以用不依赖于无穷级数理论的方法加以证明.这样的证明有 
时被称为“组合的”.以定理345为例 • 

我们己经看到，该恒等式左边计算的是分成不相等的奇数之和的分划个数，从 


有4个这样的分划.例如,取分划11+3+1,将它用图形表示在 B 中,则图中每条折 
线上的点就对应该分划中的一个部分. 


还可以将图（看成为点阵）按照图 C 或者图 D 那样，沿着一列水平线或者铅垂 
线来书写.图 C 和图 D 只有方向的区别,它们中的每一个都对应数15的另外一种 
分划，也就是6+3十 3+1+1+1. 像这样一个关于东南方向对称的分划被 Ma^mahon 
称为一个自共耗的 ( self - conjugate ) 分划,这些图就在自共轭分划与分成不相等的竒 
数之和的分划之间建立了一 " T 一一对应.该恒等式的左边计算的是分成不相等的奇 
数之和，这样一来，如果能证明它的右边计算的是自共箱分划的个数，那么该恒等 
式就被证明了. 

现在可以用第四种方法（也即图 E 中所示的方法）来解读我们的 点列： 



这里有一个由3 2 个点组成的正方形以及两个“尾图”，每个尾图表示将|(15- 
3 2 ) = 3分成至多3个部分的分划（在这种特殊的情形下，它们全部是 1). —般来 
说, n 的一个自共轭分划都可以看成为由 m 2 个点组成的一个正方形加上两个尾图， 
这两个尾图表示将 |( r »- m 2 ) 分成至多 m 个部分的 分划. 给定了这个（自共轭）分 
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是 (19.4.6) 的一个特例,它计算的是将 ^( n - m 2 ) 分成至多 m 个部分的分划，如同 
我们己经看到的那样，这些分划中的每一个都对应于 n 的基于 m a 个点的正方形 
的一个自共轭分划.于是，关于 m 求和， 

1 +零 

计算的是 n 的所有自共轭分划,这就证明了定理. 


取 a = 1的作用是消除 m 的不同的值之间的差别. 

I 定理346的组合证明是富有教益的.最好是首先用 a ： 代替 
KI 分解式1 + 2 + 3 +…+ 中的正方形就被一个等腰 


9.6 进一步的代数恒等式 

的方法 （ i ) 来证明一大批代数恒等式.例如,假设 
*) = (1 + 0*)(1 + ax 2 ) • • • (1 + aa^) = CmO m . 

1 + oa^ +1 )iir, ■⑷ =(1 + ax)Kj(ax). 

的系数相等，就得到 

Cm + Cm-1® ,+1 = (Cm + Cm-i)* m , 
t = (® m - = X m (l- 

1 w ) … ^ w)= (\m) 




19.7 F ( x ) 的另一个公式 

作为“组合’’推理的进一步的例子，我们来证明 Euler 的另外一个定理，也就 


(1- i )(1- x 3)(1- x 3)-. 


h (T^ + (l- a ：)a(l- a ：2)> 




任何分划的图示法，比方说图 F 的左上角都包含一个由点构成的正方形•如果 
取最大的一个这样的正方形,它称为 -Durfee 正方形”(这里是一个由9个点作成的 
正方形),那么这个图就由包含 i 2 个点的一个正方形和两个尾图 组成. 其中一个尾 
图表示将一个数（比方说 I )表示成不多于 i 个数之和的分划，另一个尾图则表示将 
一个数（比方说 m ) 表示成若千个都不超过 i 的数之和的分划， EWn = * 2 + i + m . 
在图 F 中有 n = 20, t = 3, 1 = 6, m = 5 • 



根据 19.3 节, i 的（分解成至多 i 个数之和的）分划个数是 


中 d 的系数，而 m 的（分解成若干个都不超过 i 的数之和的）分划个数是同一个 
展开式中的系数.从而 
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中X "-* 2 的系数，也就是 


( l -*) a ( l - x a ) 3 - -( I-® 4 ) 3 

中#的系数，就是 n 的以 i 2 为其 Durfee 正方形的分划中可能的成对尾图的对数. 
因此 n 的分划的总数就是 


h ( T ^ F H 


的展开式中#的系数，这就证明了定理. 
这个定理还有若干简单的代数®证法. 




19.8 Jacobi 的一个定理 


后面需要用到一个著名的恒等式的某种特殊情形,这个恒等式应该属于椭圆函 
数论的范畴. 

定理352 如果 |s|<l, 那么，对除了 2 = 0以外所有的 z 都有 
{(1 - 3^)(1 + + = 1 + + O = 

n=l n=l -oo 

(19.8.1) 

该级数的这两种形式显然是等价的 • 

记 P (*, z ) = Q(x)R(x,z)R(x,z- 1 ), 其中 

Q{x) = n(l-x 2n ), R{x,z) = n(l + X 3 - 1 *). 


当 M < 1 且 z 卢 0 时,无穷乘积 

总 ( i + w 21 *)’ 

都收敛.因乘积 Q(x\R{x"z),R{x,z~ l ) 以及乘^ P(x,z) 可以形式地乘在一起， 
并将得到的项按照我们思意采用的任何方式集项和排序 • 所得到的级窣都是绝对收 


敛的，且该级数的和等于 P(x,z). 

P(x, 


特别地， 

*)= £ °« 


(x)z n , 


①我们在旧式的意义下使用“代败"这个单词，其中包含幂级数以及无穷乘积的初等运算.这样的证 
明涉及（虽然有时仅仅是很肤浅的）极限过程的使用，就这个单词的严格意义来说，这样的证明是 
“解 析的” .但是噶析的”一词在数论中通常只用来表示依赖于更艰深的分析工具（通常指依赖于 
复变函数论）的址明. 



其中 OnOO 与2无关，且有 


(19.8.2) 


a- n (x) = a„(x). 

只要 a;#0, 容易验证 
(1 + xz)R(x, zr*) = R(x,z), R(x, rV 
U xzP(x, zx 2 ) = P(x,z), 故而 


= {l + z- l x- l )R^x,z ~ l ), 


E = f； a„(x)z". 


‘的系数相 


由于这对2的（除了 2 = 0以外的）所有值均为真，故而可以让2 
等，从而求得 a„ +1 (x) = x^Onix). 这样一来，对 n > 0就有 

On + l(x) = iC (2»+ 1 )+( 2 "- 1 H.+l a ^ ;r ) = stn+D*^^). 

根据 (19.8.2), 当 r» + 1 < 0时有同样的结论成立，从而只要 x^O, 对所有 n 就有 
知⑻= x^ao{x). 但是，当* = 0时,这个结果是平凡的.于是 

P(x,z) = ao(x)S(x,z), (19.8.3) 

其中 


S(x,z)： 




为了完成定理的证明，需要证明 ao(x) = l. 

如果2取除0以外任意固定的值，且如果有 W < ^则乘积 Q(x),R{x,z), 
R{x,z~ l ) 以及级数 S(x,z) 全都关于 a: —致收敛•于是 P(a：, Z ) 和 S(x,z) 都表示 a; 
的连续函数,而且当 * 0时， 

P(x,z)^ P(0,z) = l, S(x,z)-*S(0, z) = l . 

由 (19.8.3) 就推出，当 z — 0时 oo(ar) — 1. 


令 z = i， 则有 ^ 

S(x,i) = 1 + 2^ (-l)"i 4 " a = S(x 4 , -1). 

再次我们有 

/2(*,i)i?(x,i- 1 )=n{(l + ia^Xl - i® 2 "- 1 )} = na+* 4 

" S 1 OO n=1 

Q(*)=n a-® 2n )=n{( i - x4n ^ - * 4n " a )}> 


(19.8.4) 


^(*， i )= II {( 1 - a：4n )< 1 - x8 "" 4 )} 

= n {( l - x 8 »)( l - x 8 »- 4 ) 2 } = 



显然 P(® 4 ,-1)^0, 故此由（19.8.3)、 （i9.8.4) 和 (19.8.5) 得出 a 0 (i) = ao(* 4 ). 
重复利用此式,并依次用 x 4 , x 43 , … 代替: r , 得到^对任何正整数 / fc 有 

ao(x) = ao(® 4 ) = ••• = 00(®^). 

然而1^1 < 1,故当 A — oo 时有 0. 于是 

ao(*) = Hm ao(a:) = 1. 

这就完成了定理352的证明. ^ 


19.9 Jacobi 恒等式的特例 


n {( l - a ^ n + *- l )( l -* 2 fen + fc + l )( l - a ： afcn+3fc )}= f ； (-1 广 〆 + l 

JJ {(1 + x 2fcn+k - , )(l + x 2lm+k+l )(l - x 2fcn+3fc )}= £ **" 8+in - 

某些特殊情形是特别有趣的 • 

⑴ fc = l,f = 0 给出 

nfa-x^+^a-x^ 2 )}* f; (-1)"〆 ， 

n {( l + x ^ w - x ^ 2 )}=^ x " a , 

这是两个来自椭圆函数论的标准公式. 

⑻在 (19.9.1) 中取 * = |，f = I ，则得 

J ]{(1- 户 +1 )(1 - ar^Kl - x 3n+3 )}= £ (-1)" 少 (3n+1) ， 
这也就是 T 0 

定理353 ( l - xja - x 2 )^-® 3 ) -^ £ 

这个著名的 Euler 恒等式也可以写成形式 

(1 - ar)(l - * 2 )(1 - z 3 ) --=1 + £(-1)" {*一_” + ^ i " (3 " +1) } ( 


(19.9.1) 

(19.9.2) 


- I 2 +® 6 + x 7 -® 12 -x 18 -l 


( iii ) 在 （19.9.2) 中取* = 



n {( i +*»)( i - x 2n+2 )}= f ； x^ n+i \ 


= i + i +® 3 + i 6 +® i °+ 


它可以通过应用 （19.4.7) 变换成： 

定理 364 d - xKi -^ Ki - x *)- 
其中右边的指数是三角数 .® 

(iv) 在 (19.9.1) 中取 fc = |，i = | 以及 fc = |，1 = •, 则得 


定理355 JJ {(1 - * 5n+1 )(l - i 5n+4 )(l - x 5 "-*- 8 )} = £ (_i)»*i»(5»+3). 
定理356 JJ {(1 - x 8n+3 )(l - - x 8 ^ 8 )} = f ； (-1 广少 ( 5 " +1 ). 


以后将霈要用到这些公式 • 

作为最后一个应用，在 （19.8.1) 中用： ci 代替 a :, 用 rck 代替于是得 
JJ {(1 - a:")(l + a ； n C)(l + * n_ 1 C' X )} = £ 


也即 

(1 + r 1 ) g {(1 - *")(i + *"o(i + * n c -1 )} = £(r+r m_1 ) *—( m+1 )， 

其中在右边，我们己经将与 n = m 以及 n = _m _ 1对应的项组合在 一起. 于是得 
出： 对于除了 C = 0以及 C = -1 以外所有的（，有 


n((i-x»)(i+*"0(1 + x n r 1 )}=f ： r m ( '0 * im(m+I) 

n-l "^0 V 、’ 

=S xi m(m+ 1 ) C' m (l-C + C 2 - 


现在假设: r 的值是固定的，且 C 位于闭区间之中.于是 （19.9. 4 ) 左 
边的无穷乘积和右边的无穷级数关于 C 均为一致收敛.从而它们每一个都表示 C 
在该区间中的一个连续函数，故而可以令 C — -1. 这样 就有： 


定理357 g (1 - a: n ) 3 = ；£ (- l) m (2m + 
这是 Jacobi 的另外一个著名的定理. 










搡作 n 是不可能的. 

(b) /3 = «r. 此时操作 O 是可能的（如图I所示)，除非沒与 (r 相交（如图 J 所 
示)，而当0与 (7 相交时,搡作 o 是不可能的.无论在哪一种情形下，搡作 n 都是 
不可能的. 














此时,要么多出一个分成偶数个数之和的分划，要么多出一个分成奇数个数之和的 
分划,这要根据 fc 是偶数还是奇数而定.在第二种情形下， n 形如 
(* + 1) + (* + 2) + ••• + 2A:=|(3fc 2 + fe), 

其中两种分划的差额有同样的结果.于是，除非《 = i(3fc 2 ±fc), 否则总有 E ( n )~ 
U{n) = 0, 而在 n = |(3* 2 ±*) 的情形时有 £?(n)- U(n) = (-1)*. 这正是 Euler 定 
理. 


19.12 p ( n ) 的同余性质 


尽管 p(n) 的定义非常简单,然而有关它的算术性质却知道得并不太多. 

已知的最简单的算术性质是由 lUmamyan 发现的.通过研究 Macmahon 所做 
的关于 p(ft) 的表，受到启发的他首先猜想了三个与模5, 7, 11有关的令人称奇的 
性质，随后证明了这些性质.虽然对于棋13 Newman 已经发现了一些进一步的结 
果,然而对于棋2和3,没有类似的性质己知. 

定理359 p(5m + 4)*0 (mod 5) • 

定理360 p(7m + 5)»0 (mod 7). 

定理 361* p(llm + 6)«0 (mod 11). 


这里给出定理 359 的一个证明.定理360可以用同样的方式加以证明，但是定 
理361的证明要困难一些. 

根据定理353和定理357, 


a{(l-*)(l -x a )- -} 4 = *(l-x)(l -X 2 ) - -{(!-*)( 


: x(l - a: - z 2 + X 5 + … )(1 - 
= f； f；(-l) r+ *(2« + l)x fc , 


1 - ® a ). • 
3* + 5x 3 


: } U …) 


k — Jfe(r, *)*1 + |r(3r + 1) + 盖 a(s +1). 
f] 来考虑在何种情况下 A: 可以被 5 整除 • 

现在有 


于是 k =0 (mod 5) 就蜜含 2 (r ■+ 


2(r + l) 2 s0,2 或者3， （2s + l) 2 s0, 1 或者4 


i) •又有 
(mod 5)， 







不能被 7 3 = 3肋 整除.而且，由于 24 x 243^1 (mod 343), 这与关于 73 的猜想 矛盾. 
这样一来，关于尹的猜想不得不修改， Watson 发现并证明了 一个经 过适当修改的 
结论，也 就是： 如果& > 1且 24n=l (mod 7 »_ 2 )，那么就有 p(n)«0 (mod 7 b ). 

D. H. Lehmer 用了一个不同的方法来对特殊的 n 计算 p(n), 这个方法基于 
Hardy 和 Ramanujan 的解析理论以及 Rademacher 的解析理论.他用这种方法对 
前面一些 n 的值验证了关于棋II 3 和棋II 4 的猜想的正确性.其后， Lehner 对模 
II 3 证明了这个猜想，而 Atkin 则对一 般的模 ll e 证明了这个猜想. 

Dyson 猜想了某些非凡的结果，而 Atkin 和 Swinnerton-Dyer 则证明了它们，定 
理359和定理360是这些结果的直接推论，但定理361不能直接由这些结果推出. 


因此，可以定义一个分划的秩 (rank) 是该分划中•大的数减去该: J 
差,从而至少可有一个分划的秩与它的共轭分划的秩仅相差一个: 
一个数的分划分成5个类，每个类都包含这样一些分划，这些分戈 
同样的 剩余. 这样一来,如果 n=4 (mod 5), 则这5个类的毎一^ 


S 去该分划中数的个数的 
i 一个符号.其次我们将 
i •划的秩关于模5有 
同样的剩余.这样一来，如果 n=4 (mod 5), 则这5个类的每一个类中含有的分划 
个数都是相同的，从而就立即推出定理 359. 还有一个类似的结果，由它可以导出 
定理 360. 


19.13 Rogers-Ramanujan 恒等式 


(1 -*)(1(!-*)(!-*2)(1-*3) ■ 




1 + ?(T 


*)(1 一 a 2 ) … (1 - 


x)(l - x 2 ) (1 - x)(l - x 2 )(l - X 3 ) 


(1 - x2)(l _ a: 7 ) • • (1 - *3)(1 - **) • 

x TO(m+l) 


也就是 00 


0?i^ 


这里的级数与定理 345 以及定理 346 中级数的区别仅仅是在分母中用; c 代替了 I 2 . 
这些公式的特殊意义在于数5所起的令人意想不到的 作用. 









另一方面，该式的右边计算了将它分成形如 5m + l 和 5m + 4 的诸数之和的 
分划个数.因此定理362可以重新表述成一个纯粹的“组合的”定理,这也 就是： 
定理364 将《分成最小 it 为2的分划个教等于将 n 分成形如 5m + l 以及 
5m + 4的请教之和的分划个數. 

例如当 n = 9时,每一种类型的分划都各有5 个： 

9, 8 + 1, 7 + 2, 6 + 3, 5 + 3 + 1 

是第一种类型的分划，而 

9, 6+1 + 1 + 1, 4 + 4 + 1, 4+1 + 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 
是第二种类型的分划. 

类似地，定理363的组合等价结 果是： 


定理365 将 n 分成每部分不小于2、且最小差为2的分划个教，等于将 n 



性，这是因为他的证明依赖于一个辅助函数，然而这个函数产生的缘由仍然不甚明 
了. 自然人们希望有一个初等的证明，它能像 19.11 节中的那些证明那样按照某种 
思路来进行，这样一个证明是由 Schur 发现的•但是 Schur 的证明过于复杂，无法 
在这里讲述.还有由 Rogers 和 Schur 给出的另外一些证明，以及一个由 Watson 给 
出的基于不同思路的证明.没有一个证明是真正容易的（看来指望有—个容易的证 
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明是不大合理的). 

19.14 定理 362 和定理 363 的证明 

记 

Po = 1> = JJ i 上 • ， Qr = Qr ⑷ =IJ 工 : » H r ) = ^r(5r + 1), 

并且用》//⑷= f(L) 定义搡作 r;. 引进一个<^函数 

H m = HM = J2 (-l) r a 2r * A(r) - mr (l- a m x 2mr )P r Q r , (19.14.1) 


其中 r 


= 0,1 或者 2. 我们的目的是要将和 H 2 展开成 a 的幂级数.首先来证 
H m - H m _i = a^riHa-m (m = l,2). (19.14.2) 


H m - (-1) W( r )CW^Q r , 


现在有 

(l-OX r )Qr = Qr+l, (l-X r )Pr = Pr-l, 1-2 

故而 

= E (-l)V +m - 1 * A ^< m - 1 >PrQH-l + E(- 1 ) r<， 

在这个等式右的第二个和中，将 r 改变成” + 1. 这样就有 
H m - H m -l = T l (-l) r D mr PrQr + l, 


其中 


D mr = 


= am-l+SrjpAW+^m-l^i _ a 3-m a; (2r+l)(3-m)j 
= a m - l ri {o 2r * A W- p ( 3 - ra )(l - a 3 -" 1 *^ 3 -" 1 ))}, 

其中用到 Mr + 1)-A(r) = 5r + 3. 又有 Q r +i = vQ r , 所以 

Hm -= a"*- 1 ” f ； (-1 ，〜 ( 〜 (3-» )(1 - 0 3- TOa .2r(3-m) )Pr g r 




这就是 （ 


Hi = 

Ih-HpanHu 

从而有 

Ha = vH 3 + ari 2 H a . 

用此式来将迅展开成 a 的幂级数.如果 

H2 = co + c\a + •• • = ^ c,a a , 
其中 C ，与 a 无关,那么 co = 1,且 （19.14.4) 给出 

+ 5>* a,a * + 

于是，令 a * 的系数相等,就有 




如果取 a = X, 此式的右边就是 (19.13.1) 中的级数.又有 PrQr { x ) = Poe , 故而根据 
(19.14.1) 有 

ff2(x)=Poo £(-l)V«(l- X 2 ^ +1 >) 


=Poo|g (-ir^ + 

=f*oo|i+£ (-i) p (** r(6r+i) + ** p(5r - 


这样一来,根据定理 356 就有 

H 7 ( x ) = PcoII {(1- 产 +2 )(1 - ® 5 n +3 )( l - ^ 8 )}: 

这就完成了定理362的证明 • 

再次根据 （19.14.3) 有 


丑无⑷= V H 2( a ) = Haiax ) 
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而对 o = x, 此式的右边变成 (19.13.2) 中的 级数. 利用 （19.14.1) 以及定理355,我 
们就用与证明定理362同样的方式完成了定理363的证明. 


19.15 Ramanujan 连分数 


那么 F(a ) 满足 
于是，如果 


F(«) = ^(o,*) = ^i(o,*) = vH2(a,x) = H 2 (ax,x) 
ax a 2 x* 

F(az n ) = F(ax n+1 ) + ax n+1 F(ax n+2 ). 


ax n+1 

"" =1+ W 

从而 = F(a)/F(ax ) 可以形式地展开成 

F(o) _ ax ax 2 ax 3 
F(ax) = + 1+ 1+ 1 + • • • 


ax 2 ax n 

i+ … r 


趋向一个极限，用这个极限可以定义 （19.15.1) 的右边.如果承认这个结论为真，特 
别地,就有 

截= 1 + ;萏 

从而有 

x x 2 _ l - z 2 - a 3 + g 8 + … _ (1 - 3^)(1 - g 7 ) … (1 - 3^)(1 - J 8 ) ••- 

+ 1+H -— 1-X-X*+X 7 - — (1 - ®)(1 - X 6 ) • • • (1 ~ 3^)(1 —SB 8 )."' 
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发现 （37»e Andrews Festschrift, Springer, 2001, pp. 39-110). 

这一节末尾所提到的论文 是：在 19.10 节的注释中所提及的 Gupta 的论文； KreCmar, 
Bulletin de I'acad. des sciencea de VURSS (7) 6 (1933), 763-800; Lehmer, Journal London 
Math. Soc. 11 (1936), 114-118 以及 Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938), 84-90; Watson, 
Journal fur Math. 179 (1938), 97-128; Lehner, Proc. Amer. Math. Soc. 1 (1950), 172-181; 
Dyson, Eureka 8 (1944)®, 10-15; Atkin 以及 Swinnerton-Dyer, Proc. London Math. Soc. 
(3)4 (1954), 84-106. Atkin [Glasgow Math. J. 8 (1967), 14-32] 对于一般性的 c 证明 了关于 
棋 ll e 的结果,他还发现了若干个其他更为复杂的同余式结果. 













用两个或四个平方和表示数 


Waring 问题是将正整数表示成固定的 S 个非负整数 A 次幂之和的问题.它是 
19.1 节中 的一般 性问题的特殊情形，在该问题中取那里的诸数 a 为 

且 s 是固定的数.当 ik = 1时，问題就是将该数分成 S 个无限制形式的数之和的分 
划 问题. 如同我们在第19章中看到的那样,这样的分划是由函数 



来计数的.因此我们取 A :>2. 

如果 S 太小，比方说 S = 1,显然不可能把所有整数都表示出来.确实，如果 
s<k, 这是不可能的.因为满足< n 的&的值的个数不超过 n 1 /* + 1,所以 
*i,x 2l - ；xk-i 中满足 + ■ ■ ■ + 4-1 < « 的数组个数不超过 + l)*-i = 
„(*-«/*+ 0( n ( fc - 2 )/ fe ). 从而大多数的数都不能用 k-1 个或者更少个数的 ifc 次幂 
来表示. 

我们提出的第一个问 题是： 对于给定的 A , 是否有一个固定的 S = S ( Jb ) 存在， 
使得对每个 n, 

n = + + ••• + x* (20.1.1) 

都可解？ 

问題的答案无论如何都是显然的.例如，如果 19.1 节中的诸敫 a 是下列的数 

1, 2, 2>，…， 2™, …， 

那么数 2 m+1 -1 = l + 2 + ^+ - +2 m 就不能用少于 m + 1个败 a 来表示，而当 
n = 2 m+1 - 1 — oo 时有 m + 1 -* oo. 于是，“所有的数都可以用固定个数的2的幂来表示” 
是不正确的. 

Waring 不加证明地陈 述道： 每个数都是4个平方数之和，都是9个立方数之 
和,都是19个四方数之和，等等.他的话意味着他相信我们这个问题的答案是肯定 
的,也就是对每个固定的*、任何正数《以及某个仅依赖于 * 的 s = s{k), (20.1.1) 
都是可解的. Waring 对于他的论断,不大可能有任何足够的理由，一直到大约一百 
多年以后, Hilbert 才首次证明了这个论断为真. 

一个可以用 s 个 fc 次幂来表示的数显然也可以用更多的 A : 次幂来表示.这样 
—来,如果所有的数都可以用 s 个 ifc 次幂来表示，那么就有一个最小的数《使此结 

























既然 -1 是这样的 p 的一个二次剩余，那么就存在—个 i， 使得 i 2 三 -1 (mod p). 
在定理36中取 n = [^],我们看到有整数 a 和6使得 
0<6<VP’ 

如果记 c = lb + pa , 那么 

|c| < y/p, 0<^ + ^<2?. 

但是 cs/6(mod p), 故有 
这样就有 

6 a + c a = 


20.4 定理 366 的第三个和第四个证明 

(1) 定理 366 的另一个证明[它（在原则上）是属于 Fermat 的1以“递降法”作 
为 基础. 为了证明 p = 4 m + l 是可以表示的，我们要证明 （ i ) p 的某个倍数是可以 
表示的，而且 （ ii ) p 的最小的可以表示的倍数就是 P 自己.而证明的剩下的部分是 
同样的. 

根据定理86,存在数 o ：， y 使得 

x 2 + y 2 = mp, p J[x, p Xy, (20.4.1) 

且有 0 < m < p •设 mo 是使得 (20.4.1) 成立的 m 的最小的值，在（20. 4 .1)中用 mo 
取代 m •如果 mo = 1，我们的定理就己经证明了 • 

如果 m 0 > 1,那么1 < mo < P •现在 mo 不可能同时整除工和 y , 因为如果这 
样的话,就有 

m^Ka^+y 2 ) — mg ImoP -► mo b- 

于是可以选取 C * d 使得 

xi = x - cmo, yi=y- dmo, 

|*iI < |m 0 , |yi| < |mo，*i + y? > 0, 

0 < x? + y? ^ 2 (!mo) < 吨 （ 20.4.2) 


这样就有 
现在有 




ar?+i/? = mimo, (20.4.3) 

其中 0 < nu < mo [根据 （20.4.2)1 ■用 （20.4,1) 乘 (20.4.2), 并取 m = mo, 就得到 
mgm lP = (* 2 + y 3 )(i? +.y?) = (x* x + yyi) 2 + (®»i - *i«) 2 . 

但是 

xxi +yyi = x(x — cmo) + y(y - dmo) = moX, 
xyi - xiy = x{y - dmo) — y(x - cmo) = w*oV， 

其中 X= P — cx-d V ，Y = cy — dx . 从而有 

mip = X 2 + Y 2 (0 < mi < mo)i 
这与 mo 的定义矛盾.由此推得 mo 必须为 1. 

(2) 第四个证明（属于 Grace) 依赖于第3章的思想. 

根据定理82,存在一个数 i 使得 i 3 + 1=0 (mod p). 我们来考虑基本格 A 中 
满足 y^lx (mod p) 的点 (»,y). 这些点定义了一个格 M. ①容易看出， A 中处在厲 
于 M 的一 个环绕原点的大圆中的点的比例渐近地是1，于是 M 的基本平行四边 
形的面积就是 P. 

假设 A [或者写成(《,》?)]是 M 的最接近原点的诸个点中的一个.那么》^技，所 
以有-圬 i 2 圬忉 （mod P ), 于是 B [也就是（-7；，0】也是 M 的一个点 .M 没有点在 
三角形 OAB 内部，于是它也没有点在以 OA,OB 为边的正方形内部.从而这个正 
方形就是 M 的一个基本平行四边形，故而它的面积就是 p. 由此推得 e + V 2 ^P- 


20.5 四平方定理 

现在转向本韋的主要定理. 

定理369 (Lagrange 定理）每个正整數都是四个平方數之和. 

由于 

(x? + + y|) 

=(XiI/1 + Sa!/2 + X3V3 + Xtyi) 2 + (XiV2 - X21/1 + X3V4 - a：4j/3) 2 (20.5.1) 

+(*1V3 - X 3 yi + X4V2 - X2V4) 2 + (*1V4 - *4|/1 + *2»3 - *3»2) 2 , 

故而两个可表示的数的乘积本身仍然是可以表示的.我们还有1 = 1 2 +0 2 +0 2 +0 2 . 
于是定理369可以从下述定理推出. 

定理370任何素数 p 都是四个平方数之和. 

第一个证明按照与 20.4 节 （1) 中定理366的证明同样的路线进行•因为2 = 
12 + 1 2 + 0 2 + 0 2 ) 故可以取 p>2 . 


①我们简略地叙述这个证明，而把细节留给读者. 












中复数的一个子类.定理370有一个证明基于一种类似的思想，不过更为复杂，因 
为我们要用到并不遵从通常代数中的所有法则的那种数. 










元数. 

如果勿， 01 , 02) «3全都是整数，且有 og + a ? + oi + o § = 1，那么 ag •.中必有 
—个是1，其余的皆为 0. 如果它们全都是奇整数之一半,那么巧…中的每 一 个数 
必定都是^于是恰有24个单位，也就是 

±1, ±ii, ±i2, ±is, |(±1 ± U ± i2 ± is)- (20.6.11) 

如果记 

p=i(l + ix + i 2 + i3), (20.6.12) 

那么任何整四元数都可以表为形式 

Jfcop + fciii+feb + Asia, (20.6.13) 

其中 fco,fei,fe 2) fc3 皆为有理整数，而且任何一个这种形式的四元数均为整的.显然， 
任何两个整四元数之和仍为整四 元数. 又根据 (20.6.3) 以及 （20.6.4) 有 
P 2 = ^(-1+11+»2+>3) =P-1. 
pit = ^(-1 + ii + ia - is) = ~P + U + b, 
iip= ^(-1 + ii - is + 4) = -P + H + is , 

对于 pi 2 等也有类似的表 达式. 故而所有这些乘积都是整的，从而任何两个整四元 
数的乘积都是整的. 

如果 e 是任意一个单位，那么 ea 和 ae 都称为是 a 的相伴元.相伴元有相等 
的范数，且整四元数的相伴元仍为 整的. 







20.7 关于整四元数的预备定理 


关于定理370的第二个证明原则上与 12.8 节以及 15.1 节中定理251的证明 
相类似.我们需要几个辅助性的 定理. 

定理371 如果 a 是一个整四元數，那么它的相伴元中至少有一个有整数坐 
标.如果 a 是奇的，那么它的相伴元中至少有一个有非整数坐标. 

(1) 如果 a 本身的坐标就不是整数,那么可以选择符号使得，比方说有 

a = (ho + 6山 + W 2 + W 3) + 备(±1 土 U ± b ± ia ) =冷 + 7, 

其中 boMMM 都是偶数 • 的任何相伴元都有整数坐标，且 77( 它是 7 的—个相 
伴元）是 1. 于是的(它是 a 的一个相伴元）有整数坐标. 

(2) 如果 a 是奇的，且有整数坐标，那么比方说有 

a = (6o + Wi + Wa + Ws) + (co + ciii + cjij + cais) = /? + 7, 

其中 boMMM 都是偶数， 00,^,02,03 中的每个数都是0或者1,且（由于 W 是 
奇数）要么其中有一个是1,要么其中有三个是 1. 的任何相伴元都有整数坐标 • 
于是只要证明四元数 

1, ii, is, is, 1 + is + is. 1 + ii + isi 1 + »i + ia, ii + »2 + i3 
中的每一个都有一个相伴元有非整数坐标就够了，而这是很容易验 证的. 这样一来， 
如果7 = h, 那么 7P 有非整数坐标.如果 







20.8 两个呀元數的最高右公因子 3 ( 


\(ko~mlo), i{* to + 2fe 1 -m(fo + 2I 1 )>, 

i{fco + 2fc a -m(Z 0 + 2Z 3 )}, ^{fco + 2fc 3 - m((o + 2I 3 )}- 

可以相继选取 i 0 ,/i,/ 2 ^ 3 , 使得这些坐标的绝对值分别不超过 jm, |m, 
样就有 N(k - mX) < ^m 2 + 3 x im 2 < m 2 . 


a = + 7, Ny < TVjS. 

取 _ 

« = a/5, m = /3]9 = N/3, 

并如同在定理 372 中一样来确定^这样就有 

(q — XP)$ = k — Xm = k — mX, 

N(a- X0)N$ = N(k- mX) < m 2 , 

AT 7 = N{a -\0)<m = N0. 

20.8 两个四元数的最高右公因子 

称两个整四元数 CX 和泛有一个最高右公约教 (highest common right-hand di- 
visor 队如果 （i)<J 是 a 和的一个右公约数，且 （ii)a 和的每个右公的数都是占 
的一个右 因子. 我们要证明,任何两个不全为 0 的整四元数都有一个最髙右公约数， 
这个最高右公约数亊实上还是唯 一的. 可以利用定理 373 来构造一个与 12 . 3 节以 
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p = Nn = Nn , = h,+^\ +卜 + |) +(6a + !) +( 知 + !) ， 
其中知 ，…都是整数，且 

4p = (26 0 + l) a + (26 1 + l) 2 + (26a + 1) 2 + (263 + I) 2 . 

于是我们 得到： 

定理379如果 p 是一个奇素数，那么 4p 是四个奇整數的平方之和 • 

例如4 x 3 = 12 = I 2 + I 2 + I 2 + 3 2 (但是 4x2 = 8 不是四个奇整数的平方之 

和). 

20.10 p(2) 和 G(2) 的值 

定理369表明 

<?(2)^ ff (2)<4. 

另一方面， 

(2m) 2 =0 (mod 4)， (2m + 1) 2 賺1 (mod 8), 

所以 x 2 =0, 1或者4 (mod 8) 且有: r 2 +沪+ z 2 异7 (mod 8). 因此形如 8m + 7的 
数不可能表示成三个平方数之和，从而 得到： 

定理380 S (2) = G(2) = 4. 

如果 x 2 +y 2 + z 2 =0 (mod 4)，那么 x,y,z 全都是偶数，且 
卜 I / 2 以)=⑼ 2 
可以用三个平方数来表示.由此推出，形如 4«(8m + 7) 的数都不能表为三个平方数 
之和.可以证明，任何不是这种形状的数都可以表示成三个平方数之和，所以 
n^4°(8m + 7) 

是 n 可以用三个平方数表示的一个充分必要条件,但是它的证明依赖于三元二次 
型的理论,故而不能放在这里讨论. 

20.11 定理369的第三个证明的引理 

关于定理369的第三个证明十分特别，尽管这个证明是“初等的' 但它实际上 
属于椭圆函数论的范畴.展开式 

(l + 2a: + 2;r 4 + …) 4 = ( 二〆) 


中的系数 r 4 ( Tt ) 是 


,= m? + + m| + n»2 




的有理整数解的个数，仅仅是符号不同或者诸个 m 的次序不同的解都被视为不同 
的解.我们需要证明，对每个 n， 这个系数都是 正数. 

根据定理312有 3 

我们来着手寻求右边的平方的一个变换. 

下面的0；是任何一个实数或者复数， W < 1. 我们要用的级数，无论是单重的 
还是多重的，对于 1*1 < 1都是绝对收敛的.根据 定理： 任何绝对收敛的单重或者多 
重级数可以按照我们的意愿用任何方式求和.这使我们对涉及的级数重新排序求和 
的合法性得到了保证. 


定理 381 §«„(1 + ^)=交> 


定理 382 t (-l) m - , ti 2m (l + U 2 m) = ^ (2l* - l)«4n -： 


=E r E(- 1 ) m ' 1 * amr = 


20.12 定理 369 的第三个证明：表法个数 


首先证明一个比实际需要的公式更加一般的恒等式. 

定理383如果0是一个实數,且不是 Jt 的偶數倍，又如果 



z a = Ti + r a . 



• Q 004 + ^ y^«nCQt^gsinng+ ^ ^ Umtin 8in nW sin nB 

G COt | e ) 2 + 5l + 52 ， 

和 5 2 分别表示上述第二个等式中的后面两个和式.现在利用恒等式 


5 1 = [Un +cob 0 + cos 2 ® + …+ cos(n — 1 ) 0 + ^C08n^|, 

5 2 = ^ {coe(m - n)0 - cos(m + n)0}. 

S 2 重新排序成为 0 的倍角的余弦级数，得到，比方说 ® 

了保证重新搀序的合法性，我们需 S 证明 

53 l«n|(|+|eostf| + ". + ||oosn«|) 


的绝对收敛性的一个直接推论. 





L 2 =(^cot^fl) +Cb + 53c*cosfc0. 

首先来考虑 C 0 . 这个系数包含来自负的一个贡献， ^f；u„ 以及来自5 2 的 
对应于 m = n 的项的一个贡献故而根据定理381有 

C，0 = |£( U » + ti n) = |£ nUn - 
现在假设 k > 0•那么 Si 对 c k 的贡献是 

2« fc + H tin = + E Ufc + J, 

n=fc+l 1=1 

而 s 2 对它的贡献是 

\ S «"*«*»+$ Yi, YL 如 1 *"， 

在其中的每一个和式都有 m^l.n^l. 从而 

Ck = 2««« +5 I ufc +,+ 5 Z tt * u fc +* _ j ] C uitifc _ i . 

£ i=i i=i z i=i 


UlUk-l = u*(l +Ui+ Uk - l ) 
Ufc+J + UlUfc+J = - lifc+l). 


Ck=Uk +g(ui _U* + J)_ |g(l + uj + tt*-j)J 

=«*[i+Tii+ U2 + + («l+U3 + ---+«fc-l)] 

= Ufc (1 + u* - ^kj , 


= (i cot l 0 ) + 1 £ nu " + £ ufc ( x+ufc - l fc ) coske 

=Q cot +y^tifc(l + «ife)cosfcg+^y^ A«fc(l - coakO) 

^( x ^+ Ttix ^). 
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21.1 四次幂 

20.1 节将 Waring 问题定义成确定和 G(k) 的问題，并对 fc = 2的情形给 
出了完整的解答.一般的问题要困难得多.即便是证明和 G(k ) 的存在性也需 
要相当稍细的分析.除了 A 等于2和4以外, G(k) 的值还不知道.本章末尾对于这 
些问题现在的情况给出一个综述，不过我们仅仅来证明几个特殊的定理，而这些定 
理通常并不是已知最好的结果. 

容易证明 5(4) 的存在性. 

定理387以4)存在，且不超过 50. 

其证明依赖于定理369和恒等式 

6(a 2 +H t + c i + <P) 2 = (a + b)* + (a-b) 4 + (c + d)* + (c-d) 4 

+ (o + c) 4 + (o-c) 4 + (6 + d) 4 + (6-d) 4 (21-1.1) 

+ {a + d)* + (a-d)* + (b + c) A + (b-c) 4 . 

用艮 来记一个至多是 s 个四方数之和 的数. 那么 (21.1.1) 表明 
6 (o 2 + fc 2 + c 2 + d 2 ) 2 = B12, 

于是，根据定理369知，对每个: c 都有 
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21.2 三 次幂： G ⑻ 


21.2 三 次幕： G (3) 和 p (3) 的存在性 

J7 ⑶的存在性的证明要更加复杂(这是很自然的，因为立方数可以是负的).首 
先 证明： 

定理388 G(3) < 13. 

用来记一个可以表成 S 个非负立方数之和的数. 

假设2取遍同余于1 (mod 6) 的数7,13,19, … ，并设/,是区间 
4>(z) = Uz° + («» + 1) 3 + 125z 3 ^n^l4z 9 = r/>(z). 

显然,对于大的之有机? + 6) < 懒， 所以诸 区间厶 最终是相互重叠的,而且每个 
大的 n 都落在某个厶中.这样一来，只要证明八中的每一个 n 都是13个非负立 
方数之和躭够了. 

我们来证明 / z 中的任何 n 都可以表示成 

n = iV + 8z 9 + 6mz 3 (21.2.1) 

的形式，其中 

N = C b , 0<m<z 6 . (21.2.2) 

那样就会有 

m = x? + *5 + a^+®2. 

其中0彡叫 < 所以 

n=N + 8«® + 6r 3 (x? + + *1 + **) 

=汉 + g { (** + *<) 3 + (* 3 - *<) 3 } 

=C5 + C 8 = Ci 8 . 

剩下要证明 (21.2.1). 定义 r，《 以及 AT 为 

ns6r (mod z 3 ) (1 < r < ^), 
na« + 4 (mod 6) (0 < 0 < 5), 

AT = (r + l) 3 + (r-l) 3 + 2(z 3 -r) 3 + {az) 3 . 

这样就有 a ，且 

0 < N < (z 3 +1) 3 + 3z 9 + 125z® = -8z 9 ^n-Sz 9 , 

所以 

8z° <n-N<lAz a . (21.2.3) 

现在有 

iVs(r + 1) 3 + (r - l) 3 - 2r 3 = 6rsnsn - 8z 9 (mod z 3 ). 

又对每个 a： 有 a: 3 =x (mod 6), 故有 




21.3 ^(3) 的界 


定理389 如果 n 彡 10 28 , 那么 n = C 13 . 

先来证明，如果2 > 373,那么 0(z + 6)< 妒 (z)， 或者说是 
11< 9 + (i 3 +1) 3 +125«*<14(«-6) 9 , 

也即对 O 379有 

现在，对0 < 6 < 1有 （1 - > 1 - m5. 从而对 * > 6有 


所以，如果 


14(1 -竽)>12+多 + 学 + ▲’ 


2(t-7x54)>| + ^ + i 

那么 (21.3.1) 就满足.而这对 t > 7 x 54 + 1 = 379显然是成立序 






JV = m 3 + JVi, to = [//i] , 0^Ni<3Ni, 

N^m^ + Ni, m 1 = [iV*] , 0 《 7V 2 < 3n}, 

N 4 = ml + Ns, nu = [n}] , 0<iV 6 <3AT/. 

n = 240 + iV = 240 + 外 + m 3 + m? + + m! + m2. (21.3.2) 


0<AT 5 < 3JV, 《 3 (3AT!)* < 
<3x3*3(*) a 3 ⑷ ’3 ⑷ V ⑴、 

= 2 t (|) (，， '< 2 7(^) (，) <35 000. 


所以 240 
立方数之 


定理390 0⑶< 13. 


9(3) 其正的值是9,但是它的证明需要用到关于用三个平方和来表示数的 Leg - 
endre 定理 （20.10 节).我们还没有证明这个定理，因而不得不用定理369来替代 


它,这也正是我们的结果不完美的原因所在 • 


21.4 更高次幂 

在 21.1 节中，利用恒等式 （21.1.1) 由 p (2) 的存在性推导出了 S (4) 的存在性. 
还有一些类似的恒等式，使我们能从 S (3) 和 〆 4) 的存在性推导出 S ⑹和 S ⑻的 
存在性.例如 

60 (a 2 + 6 s + c 2 + d 2 ) 3 = X： ( a ± 6 ± c ) 8 + ( a ± 的 8 + 昶2> 6 . (21-4.1) 

它的右边有 

16 + 2 x 12 + 36 x 4 = 184 

个六次幂.现在任何 —个冗 都有 60N + r (0< r <59) 的形式，且 

9(3) 9(3) 

60JNT = 60^2 Xf = 60^2 (a? + 6? + ^ + 4) ， 

根据 (21.4.1), 它是184 5 (3)个六 次幂. 因此 ri 是 184 S (3) + r < 184^(3) + 59 个六次 
幂之和，所以根据定理390 就有： 
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定理391 没⑹ < 184 5 (3) + 59 <2 451. 

再次,恒等式 

5 040{0 2 + ^ + <^ + (^)* 

= 65^(2o) 8 + 60^(a±6) 8 + 5^(2o±&±c) 8 +65^(a±&±c±d) 8 
的右边有 6 x 4 + 60 x 12 + 48 + 6 x 8 = 840 个八次幂.于是和上面相同可得,任何数 
5 040N 都是 840^(4) 个八 次幂. 而直到5 039的数都是至多273个1和2的八次 
幂.①这样一来,根据定理387有： 

定理392 <7(8) < 840g ⑷ + 273 < 42 273. 

从数值上来讲，定理391和定理392的结果是很差的.这些定理仅仅作为存在 
性定理才有真正的意义.已知 j ?(6) = 73以及以 8) = 279. 


21.5 g ( k ) 的一个下界 

对* = 3,4,6,8,我们对 s ( fc ) 找到一个上界，由此给出了 G(k) 的一个上界，不 
过这些上界要比用更深的方法所给出的界要大得多.还有寻求下界的问题，在这方 
面初等方法要相对有效得多.的确，很容易证明所有现在己知的那些结果. 

先研究 g(k). 我们记 9 •数 n = - 1 < 3* 只能用 1* 和 2* 来表 

示.事实上有 n =( g - l )2 fc + (2*- 1)1' 故而 n 恰好要求 q-l + 2 k -l = 2 k + q-2 
个*次幂.从 而有： 

定理393 g(k)^2 k + q-2. 

特别有 





















于是，如果 pit 则有^=0 (mod 沪+ 1 ).另一方面，如果 p / 0 ：，那么根据定理72 


x 3k = xpV - i)=i ( m od p e+1 ). 

从而 /+ 1 |(ar 2fc -l), 这也就是 p^ 1 |(x fc -l)(x fc + 1) .由于 p > 2, p 不可能同 
时整除 ： c fc - 1和; r * + 1这两者，故而: c * - 1和/ + 1这两者中有一个能被 
P 9+1 整除. 由此推出，对每个 rr 有 x *=0 ,l 或者 -1 (mod 这样一来，形如 

/ +1 m±i ( p 9+1 - 1) 的数至少需要- (p 9+i -1) 个 * 次幂 • 

定理399 如果0 > 2,® 那么 G (3 x 2®) 彡2*+ 2 . 

由于 G (3 x 2 fl )> G (2®)> 2« +2 ,故而这个结论是定理396的一个平凡的推论. 
可以将这一节里的结果总结在下面的定理中. 



i . 


6 = 3(3- l ) = 7 -l = i (13- l ), 

所以 6 可以用两种方法表示成形式 （ ii ), 可以用一种方式表示成形式 （ iii ). 定理给 
出的下界是 

3 2 = 9, 7^7, |(13-1) = 6, 6 + 1 = 7. 

其中的第一个给出了最强的（下界）结果 • 


21.7 受符号影响的 和：数 v { k ) 

这里很自然的是来考虑整数 n 用集合 

0,1* 2*, …，-1*，-2*， -3* ，… （21.7.1) 

中的5个元素之和棘示，或者用5个形如 






n = ±a:f 士 a:$±..±xjf (21.7.2) 

的数之和来表示的问题.用来记每一个 n 都可以用这种方式来表示的 S 的最 
小值. 

这个问题在大多数方面都比 Waring 问题要容易处理，但是它的解答在某一个 
方面仍然是不完全的 . Wifc ) 的值对许多*都是已知的，然而 《( fc ) 的值除了 2以外， 
对其他 A 的值仍未求得.这里主要的困难在于确定《(幻的一个下界.[在与 v ( A ) 有 
关的问越中]没有与定理393,甚至也没有与定理394有效对应的结果. 

定理 4 01 v(fc) 对每个 A; 都存在 • 

显然，如果 S ( AO 存在,那么 《( fc ) 存在且不超过 g{k). iS. v(k) 的存在性的直接 
证明要比的存在性的证明要容易得多. 


定理402 


的一个整數. 




(x + r) k = k\x + d, 其中 d 是与 a: 无关 


熟悉有限差分基础知识的读者立即就能看出，这就是#的 fc - 1次差分的一 
个熟知的性质.显然，如果 Qk(x) = A k x k + - - 是一个 fc 次多项式，那么 
AQ *( x ) = Q k (x + 1) - Qk{x) = kA k x k ~ l + …， 

A 2 Q k (x) = k(k- l)A k x k ~ 2 + … ， 


其中 d 与 a : 无关. 该引理是 Q k (x)^x k 的 情形. 亊实上 d =|( fc - l )( fc !), 不过我 
们用不到这个结果 • 

由引理立即推出，任何形如 k\x + d 的数可以表示成集合 （ J 21.7.1) 中 

个数的和，而对任何 n 和适当的 i 以及 a ： 有 

n-d = k\x + l, -^(W) < I < 

于是 n = ( W * + d) + l,Kn 是集合 （21.7.1) 中 2*- 1 + i < 2 fc -i + |( fc !) 个数的和. 
这样就证明了比定理 401 还多的东西，也即证明了 
定理403 «(*:)< 2 fc - 1 + i(fc!). 
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21.8 v ( k ) 的上界 

一般来说,定理403中的上界太大. 

如同我们在 21.7 节中所注意到的，显然有 V ( ifc ) < g(k). 如果有关于 G ⑻的 
、上界，就能求出 v ( ifc ) 的一个上界.从某个 N{k ) 开始往后的任何一个数都是 
) 个正的*次幂之和，而对某个 y 有 

n + ^>N{k), 


c(fc) 




v{k)^ G{k) + 1. (21.8.1) 

了一些较小的 fc , 对于所有其他的 t 这个结果是比 P ( fc ) 要好得多的界. 

定理403的界也可以用更加初等的方法来给出实质性的改进.这里只考虑 
—些特殊值,对于这些特殊值，这样的初等方法能给出比 (21.8.1) 更好的界. 

(1) 平 方教. 定理403给出 v (2)< 3,这个结果也可由恒等式 
2 i + 1« (x +1) 3 - * 2 


21 = ^-(1-1) 3 + 1 3 
出 • 

另一方面, 6不能用两个平方数表示,这是因为它不是两个平方数之和，而且 
x 2 ~y 2 = {x-y){x + y) 

么是奇数,要么是4的一个倍数 • 

定理404 w (2)=3. 

(2) 立 方教. 由于对任何 n 都有 

n 3 - n = (n - l ) n(n + 1)=0 (mod 6), 

而对任何 n 和某个整数: r , 我们有 

n = n 3 — 6 z = n 3 — (x +1) 3 — (x — 1)* +2®®. 

以 t ； ⑶ < 5. 

另一方面, j ^ sO . l 或者 -1 (mod 9), 从而数 9 m ±4 至少要求 4 个立方数.因 
v ⑶彡 4. 

定理405 v ⑶是4或者 5. 


定理 406 9 < v (4) < 12. 

(4) 五方教.此时,定理402不能导出最好的结果，代之用恒等式 
(* + 3) 8 -2 (x + 2) 5 + * 8 + (®- l ) 8 -2( a :-3) 5 + (x - 4) 5 = 720 x - 360. (21.8.3) 
稍许作一点计算就能证明，模720的每个剩余都可以用两个五次幂剩余来表示•从 
而 v (5)<8 + 2 = 10. 

模11仅有的五次幂剩余是0, 1以及-1，故而形如 11 m ±5的数至少需要5 
个五次幕 

定理407 5 < v (5) ^ 10. 

21.9 Prouhet-Tarry 问题：数 P ( k , j ) 

另外有 -- 个令人感兴趣的问通，它和 2 1.8节中的问题有某种联系（尽管此处不 
对这种联系展开讨论). 




与作为诸数 a 的同样的函数有同样的值,于是 ® 初等对称函数 

bi , ^2 bibj , …， bil >2 … bk 

与作为诸数 a 的同样函数也有同样的值.从而诸数 a 与诸数&都是同一个代数方 
程的根，故而诸数6是诸数 a 的一个排列 • 

当 a > A 时，可能有非平凡的解，用 P (*,2) 来记使得它有非平凡解的 s 的最 
小值.首先（由于当 s < fc 时没有非平凡的解）显然有 

P ( fc ,2 )^fc + 1. (21.9.2) 

可以将我们的问题作一点推广.取 j > 2,记 

5/,„ = of u + 4u+-+ a 5u. 

并来考虑 A：(j - 1) 个方程 

S hl =S h 2 = -- = S hj (1 </»<*) (21.9.3) 

组成的集合. (21.9.3) 的一个非平凡的解是指在这组解中不存在这样的两个集合 
ai U (l < i < s ) 和 ^(l $ * < s)(u # w ), 它们之间仅相差一个排列.用 P(k,j) 
来记使得它有非平凡解的 s 的最小值.显然，对）> 2, (21.9.3) 的一个非平凡的解 
包含了 (21.9.1) 对于同样的 S 的一个非平 凡解. 因此，由 （21.9.2) 有： 

定理408 P(k,j) > P(k, 2 )>fc + l . 


在其他的方向上,我们要 证明： 


定理409 P(k,j)K^k(k + l) + l. 

记5 = + 1) + 1, 并假设 n > 考虑所有由满足 

l < ar<n (1 < r ^ 


n (« n h -s + l )< 8 *ni 咻 +1 ) = 
岛⑷，奂⑷，…， S* ⑷. 


(21.9.4) 


(21.9.5) 


现在有 s!j • s k n- 1 < n », 所以在诸集合 (21.9.4) 之中至少有 W 个有同样的集合 
(21.9.5) .但是 s 件东西（无论这些东西是否相同）的排列的个数至多为軋从而至 
少有 j 个集合 (21.9.4) [它们中没有任何两个是互为排列的,且没有任何两个有同样 
的集合 (21.9.5)]. 这就对 a = ifc(* + l ) + l 给方程 (21.9.3) 提供了一个非平凡解. 


①根据方程的系数与它的根的幕和之间的 Newton 公式. 






{( o ^ + d) h + ft ?} = X ) { o ? + (bi + d) h } + (21.10.3) 

»=i 1 <=i 

这是因为可以将这些式子转化成 

■⑴ S h . t (a)df = 宮⑴ (200 + 1 )， 

故而这些结果可以立即从 (21.9.1) 推出. 

我们选取 d 是最频繁地作为两个 a 或者两个6的差出现的那 个数. 这样就能 
从恒等式 (21.10.3) 的两边去掉许多的项. 

用[勿，…，〜匕=如，…， 6, k 来表示对 l<h<k 有 S h (a) = S h (b ). 这样就 
有 [0,3]! = [1，％ .对 d = 3利用(21.10.3)，得到[1,2,6] 2 = [0,4,5] 2 . 

从最后一个方程开始，并在 (21.10.3) 中取 d = 5 ,则得 




21.11 Diophantus 分析的进一步的问题 


我们对若干个 Diophantus 方程作若干零散评注来结束本章，这些方程是由第 
13章的 Fermat 问题所提供的. 

(1) Euler 的一个猜想. 

—个 fc 次幂能否表示成 s 个 fc 次幂之和？ 

xt + ^+.+ x 5 = y * (21.11.1) 

有正整数解吗？ “ Format 大定理”断言当 s = 2且 fc > 2时，该方程是不可解 
的. Euler 则将这个猜想拓展到了 s 的值为3,4, •••,*- 1的情形.然而，对于 
fc = 5，《 = 4,这个猜想是错误的,这是因为 

27 5 + 84 5 + 110 6 +133 8 = 144 5 . 

方程 

+ a:$+-+xj =»* (21.11.2) 

也吸引了许多的关注 .fc = 2的情形是大家所熟知的 . 18 当 fc = 3时,可以从 13.7 节 
的分析导出它的解来.如果在 (13.7.8) 中取 A = 1以及 a = -36,然后用来代 
替 h 就得到 

x = 1 — 9 g 3 , y = — 1, « = —9 q 4 , v =9^ — 3 g . (21.11.3) 

故而根据 （13.7.2) 有 

如果现在用《/»?取代丨并用” 12 来乘之,就得到恒等式 

( Of 4 ) 3 + (物 3 - 9^) 3 + ( v 4 ~ 妒”) 3 = (” 4 ) 3 . (21.11.4) 
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界，那么 g ⑻的大小要比 CS(k) 有更高的阶 • 事实上，对 * 》 7 有 g(fc) > G(k). 于是，对于 
k^7, 假 in 从 C(k) 开始往后所有的数都能用 G(k) 个幂来表示,且小于 C(k) 的所有的数都 
能用 2(A) 个幂来表示，那么 

0(*0 = 2(*) 

不必要对这个特别的 U(k) 来确定 C(k), 只需要知道与任何 U(k) < g(fc) 相对应的 C(k) 耽 
足够了，特别地，只痛要知道与 S(A) =£(*:) 相对应的 C(fc) 就可以了. 

这种类型的讨论可推导出®来形式的 Waring 问题的一个"几乎完全的” 解答. 这个解的 
第一部分,也是最深刻的部分,依赖于对 Vinogradov 方法的应用.第二部分依籟于对于“递降 
法” 的创造性的使用，递降法的一个简单情形出现在 21.3 节中定理390的证 明中. 


H(oT b=3 *- 2 * a ' 

则终极结 果是： 

(e) ®(fc) = 2*+A-2 
对所有满足 

(f) B^2 k -A-2 
的 fc 多 2 成立. 在这种情形， S (fc) 的值是由数 

n = 2 fc >4 - 1 = (A - 1)2* + (2* - 1) • 1* 

来确定的，这个数用在定理393的证明中，它是一个相对比较小的数,只能用1和2的幂来表 
示.对于4 < ifc < 471 600 000,条件 （/) 是满足的 [Kubina 与 Wunderlich, Math. Comp.6S 
(1990), 815-820], 它甚至有可能对所有的 fc > 3皆为真.它至多只可能对有限多个 fc 是错误 
的 (Mahler, Mathematika 4 (1957), 122-124). 

己知 S# 2*-4-1 且 S / 2* -4( 除了 fc = 1 以外).如果 B > 2* -4 + 1，那么 ff (fc) 
的公式是不一样的.在这种情形下有 

9 (Jfc) = 2* + A + D - 3 ( 如果 2* < AD + 4 + /?) 

以及 

s (/b) = 2* + 4 + D - 2 ( 如果 2* = AD + 4 + !>). 

容易证明 2 k ^AD + A + D. 

这些结果中的大多数是由 Dickson [Amer. Journal of Math. 58 (1936), 521-529, 530- 
535] 以及 Pillai [Journal Indian Math. Soc •⑵ 2 (1936), 16-44 以及 Proc. Indian Acad. 
Sci. (A), 4 (1936), 261] 相互独立发现的.证明最终由 Pillai 丨同一杂志，12 (1940), 30-40. 
















































m> E2 

时 , 此级数 终止 . 由定义显然有 tf(*) < xlnx(OT*^2). 故而当 m > 2 时就有 
(x" m ) < x^lnx ^xilnx, 

且有 

这是因为在这个级数中仅有 OOna;) 项.从而有 
定理 413 i/>(x) = if(x) + o{xi (In*) 2 }. 

我们对这些函数的幅值的阶很感兴趣.由于 

*■(*) = 5 Z 1 » 外*)=二1^, 

p<* p<* 

自然会期待 t?( ： r) 是咖）的“大约 lna: 倍 ”. 以后我们将会看到这的确如此•下面 
来证明列 *) 的阶是所以定理 413 告诉我们：当 a; 很大时， 矽⑻与 iJ( ： r) “大致相 
等 ”. 


22.2 办⑷和 ^( x ) 的 阶为® 的证明 

现在来证明： 

定理414函教外 *) 和矽(*)的阶是 *: 

Ax < <t(x) < Ax, Ax < ^(*) < Ax (x ^ 2). (22.2.1) 

根据定理 413, 只要证明 

(*) < Ax (22.2.2) 

(22.2.3) 

*确一点的结果,也就是 

定理415 对所有 n > 1,有 ( n ) < 2 n In 2. 

根据定理73， 

(2 m + 1)! (2 m + l )(2 m)."(m + 2) 

m !( m + l )! _ ^ 

是一个整数.它在 （1 + l ) am +1 的二项展开式中出现两次，故有 2 M < 2 ^以及 
M 果 m +1 < p < 2 m +1,那么 p 整除 Af 的分子，但不整除它的 分母. 这样就 




现在来证明 (22.2.3). 诸数 I , 2 ,…， n 恰好包含 [ n / p ] 个 p 
[ n / p 3 ] 个 P 2 的倍数,等等.于是有： 

定理416 n ! = 

根据定理416则有 

圆括号中的每一项是1或者0,这要根据 [2 n / p -] 是奇数还是偶数来决定. 
如果严 > 2 n , 则该项为 0. 从而根据 （22.1.4) 有 

㈣ 
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所以 V >(2 n ) > nln 2. 

对 a : 彡2,令 n = L 于是就有^(*) > 岭 (2 n ) > nln 2 彡 ia ; ln 2, 这就是 

(22.2.3), 

22.3 Bertrand 假设和一个关于素数的“公式” 

由定理414可以推 导出： 

定理417存在一个数 S , 使得对每个 o : > 1都存在一个索數 p 满足 x<p< 
Bx. 

因为，根据定理414可知，对某个固定的常数 C U C2 有 
C\x< tf (*) < C 2 x {x ^ 2). 

从而 

tf ( C 2 x / Ci ) > Ci ( Cix / Ci ) = C 2 x > 

所以在 a : 与 C 2 */ Cx 之间存在一个素数.如果取 S = max ^/ C !^), 就立即得出 
定理 417. 

然而，我们可以对论证方法略加改进以证明一个更精确的结果. 

定理 418 (Bertrand 猜想）如果 n 彡1，那么至少存在一个素數 p 使得 

n < p < 2 n . (22.3.1) 





所以根据 (22.3.3) 就有 

lnJV < ^2 lnp + Y' Mp +V (2 n ) In (2 n ) 

* p=l *»>2 p\N 

<| nln 2 + v /^ i ) ln (2 n ). 

另一方面, TV 是 2 2n = (1 + l ) 2 " 的展开式中最大的一项,所以 

卜 2+ (” +⑺ +...+ (2 n 2 : 小減 

因此,根据 （22.3.4) 有 

2 nln 2^1 n (2 n ) + lnJV < | nln 2 +|l + N /(2^} ln (2 n ), 


它可以简化成 
现在记 


2nln2 <3(1 + VW}l»(2n). 


从而 2 n = Zm+O . 由于 n > 512,有 C > 0. (22.3.5) 变成 

2 i°<i-K)<30(2 8 + 5 « + 1)(1 + O. 

由此即有 

2°< < 30 • 2-*(1 + 2- 5 -«<)(1 + 0<(1 - 2- 5 )(1 + 2~ 5 )(1 + 0<1 + C - 

但是 

2®< =exp(5Cln2)>l + 5Cln2>l + C, 

这是一对矛盾.这样一来，如果 n > 512,就必定有一个满足 (22.3.1) 的素数存在 • 

诸素数 

2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631 ' 

中的每一个都小于该表中紧择在它前面的那个素数的 两倍. 于是对任何 n < 630, 
这些数中至少有一个是满足 （22.3.1) 的. 这就完成了定理 公 8 的证明 • 

接下来 证明： 

定理419 如果 

a = PmlO -2，B = 0.020 300 050 000 000 70…， 

则有 ml r , 

p n = [ lO 2 ^] - 10 2 " -1 [ lO 2 "- 1 ®]. (22.3.6) 

根据 （2.2.2) 有 

故而关于 《 的级数是收敛的.又有 




4 2-* 10 -2— 


H < (§)"(^|) < ^ <1 ' 

从而有 n 

[l0»"a]=10»"X ； Pm 10- 2m , 

类似地有 

[l0 2， *- 1 a]=10»"- ， 2 Pm 10- 2m . 

由此推出 

[ I 0 2 " a ] - 1。广 1 [ l 0 2 n - ， a ]=10 2 " (亡知1。-广 - S ^ IO - 2 ^ = p „. 

尽管 (22.3.6) 对于第 n 个素数 p „ 给出了一个“公式”，但它并不是一个很有用 
的公式.为了用这个公式来计算 p „, 必须要知道 a 的直到小数点后 P 位的准确 
值.要做到这一点，又必须要知道仍❿,… ， p n 的值. 

有若干个类似的公式，它们都有同样的缺陷.假设 r 是一个大于1的整数.则 
根据 (22.3.2) 就有 

Pn<r n . 

(的确,对于 r > 4,这可以从定理20推出）于是可以记 



那么，根据与上面类似的讨论方法,可以推导出 

Pn=[r na a r ]-^- 1 [r^ a a r ]. 

这些公式中的任何一个（或者任何与之类似的公式）都会占有重要的地位，如 
果其中出现的数 a 或者可以用与素数无关的方式表达出来的话.对此现在还 
看不到有可能性,但是也不能完全排除这种可能性 • 

有关 p „ 的其他公式,请见附录 1. 

22.4 定理7和定理9的证明 


由定理414很容易推导出定理 


:} 定理 7. 首先有 
= ^lnp<lnx5^1 = 7r(®)lnx, 
p <* 


(22.4.1) 






且 / ⑷是 * 的任意一个 函數. 那么 n 、 

E 咖 ){/(«)■/("+”} + 你)/(【*】). (22.5.1) 

此外，如果对 j <ni 有 Cj = 0，®且/⑷对 tm 有连续导数，那么 

E °»/(») = C (*)/ ⑻ - J : C ( t )/'(«) di . (22.5.2) 

如果记 iV = [* j ， 则 (22.5.1) 左边的和是 

^(1)/(1) + { C (2) - C ( l )> /(2) + . .. + {C(N) - C(N-1)} f(N) 

= C ( l ) {/( I ) - /(2)} + •. ■ + C(AT - 1) {f(N - 1) - /( JV )} + C(N)f(N). 

由于 C(N) = C(x), 这就证明了 (22.5.1). 为了推导出（22.5.2)，注意到，当 n < * < 
n + 1 时有 C (*) = C ( n )， 故有 

C(n) {/(n)-/(n + 1 )} = - f C ⑷ /' (⑽ • 

而当 t m 时，则有 C («) = o . 

如果取 c „ = 1以及/⑷= l / t , 就有 C(x) = [*], (22.5.2) 就变成 

=lnx + 7 + -®i 

这里 

与 * 无关，而 

叫:⑼半 r ，+ 普 o ( i ). 

这样 就有： 

定理 = lnx + 7 + oQ ), 其中 7 是一个常數 ( 称为 Euler 常數 


22.6 —个重 要的和 

首先证明下面的引理. 

定理423 5 Zln fc (|)= O ( a :)(/»>0). 

由于 In * 与 f —起增加，故对2有 


①在应用中 》U = 1或者 2. 如果 m = 1,当然对 C„ 就没有限制.如果 ni = 2,就有 C1 = 0. 


从而 

<x F^ du=Ac, 

这是因为这个无穷限的积分是收敛的.定理423由此立即得出. 

如果取/» = 1，就有 

Inn = [*]ln« + 0(x) = xlnx + 0(x). 

但是，由定理 416 有 n ^ 

5^1nn = 53j([*] J p)lnp= [^r] = S [^] A ( n ) 

(根据 17.7 节中的记号).如果在最后一个和中去掉方括号,产生的误差项小于 
J^A(n)=^>(x) = 0(x), 

所以 

二 ^A(n) = Inn 4 - 0(x) =xlnx + 0(x). 

如果消去因子 z , 就 

定理 424 ^^M = ln* + 0(1). 

由此可以推 导出： 

定理425 53^= In*+ 0(1). 






如果在 (22.5.2) 中令 /⑷= 1 /t URcn = A ( n ), 所以 C(x) = ^( x ), 则有 



岭⑻> (1 + is)x . 从而 

一， 

这与 (22.6.1) 矛盾. 如果假设 MMx)/x} = 1-S, 就会得到一个类似的矛盾. 

根据定理420,可以从 (22.6.2) 推出： 

定理426 M{«•(*)/j^} < 1, > 1. 如果当 a: -► 00时 

ir ( x )/& 有极限，那么它的板限是 1. 

如果能证明趋向于一个极限，则定理6立即就能推出.令人遗憾的 
是,这正是定理6的证明中真正的困难所在. 

22.7 Ep— 1 与 n(l—P -1 ) 

由于 

◦ <ln (x^i) ~1 = ^ + ^ + ■- ( 22 . 71 ) 

< ^ + ^ += 2^ry 

且 



^ p ( p - i ) 



必定是收敛的.根据定理19, X；P _1 发散，故而乘积 



但是 z 彡 JfcM , 故而根据 (16.1.3) 可知，当 — oo 时有 

卽—士。， 

这是因为乘积 (22.7.2) 发散.又有 

-< — ^— ^」一 — 0. 

* Pr-lPr Pr-l 
当 a; -» 00时，也有 r -* CX3, 我们有 

这也就是 7 r ( x ) = 0(*). 

我们能不依赖 ep - 1 的发散性而如下来证明 n ^- p " 1 ) 的发散性.显然有 

S ㈤ 屮…) 令 

最后一个和式取遍素因子 P<N 的所有 n . 由于所有的 n < iV 都满足这个条件， 
由定理422得 

从而乘积 (22.7.2) 是发散的. 

如果利用上面两节的结果，就能对 Ep ' 1 得到更精确的 信息. 在定理421中， 
取 Cp = lnp / p , 而当《不是素数时，则取 Cn = 0, 从而有 
C(x) = = ln ® + r (*), 

其中 r ( ar ) = 0(1)( 根据定理 425) •取/⑷= 1/ tot , (22.5.2) 就变成 
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… 砦 +r^ + f 黑 _) 

=lnlnx + Bi + E(x), 

^-hC, 

释普 -n 。 ㈤ +°(r 盖 )- ㈤ .（■) 

¥ 就有： 

定理《7 ^islnlnai + ^+oa)， 其中执 是一个常数. 


22.8 Mertens 定理 

将 22.7 节里有关级数与乘积的研究稍稍向前推进一点是很有意思的. 

定理428 在定理427中有 

fl » = ^ + E{ ln ( 1 -^) + ^}> (22.8.1) 

其中 7 是 Euler 常數 • 

定理429 (Mertens 定理 ） JX (l - ~ 

如同我们在 22.7 节中看到的那样, (22.8.1) 中的级数是收敛的.由于 

Sh ? 十卜 SH-W }， 




22.9 定理323和定理328的证明 

现在可以来证明定理323和定理328 了.如果记 
,,, 0(nyMnInn . 


时都趋向于1，且对所 

(22.9.1) 

(22.9.2) 


/2 ⑻ ％ 

需要证明 

Um / i ( n ) = 1, nm / 3 ( n ) = 1. 

这只需要求出两个函数朽⑴ ，巧 ⑴，使得每个函数当 t - 
有 n 多3有 

八⑻ > Fi ( lnn )， f 2 ( n ) < 巧上 n ) ， 

而对一个无穷递增的序列 n 2 , n 3 , n 4 , • •有 1 
Mnj ) > F ,( j ), Mnj ) < 

根据定理 329, /,( n )/ 2 ( n ) < 1, 所以 (22.9.1) 中的第二个不等式可以从第一个 
不等式推出.对 （22.9.2) 来说,情况是类似的. 

设 Pi , P 2，." , Pr- P 是整除 n 且不超过 Inn 的素数，而 奸 1 ，…， p r 是整除 n 
且大于 Inn 的素数.我们有 

( lnn) p < Pr - p+u , PrKn , p < 

所以 

于是 (22.9.1) 的第一部分对于 

为真.但是，根据定理429,当 f — oo 时， ? 

• (if* = 

为了证明 (22.9.2) 的第一部分，记 

rij = JJp* O' > 2), 


所以，根据定理414有 Inn, = ^ AjeP . 从而 
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由于恰有 [x/p] 个 n d 的值是 P 的倍数,故而去掉方括号后，根据定理7和定理 
427有 

5 i = 5^-+0 卜⑻} = xlnln* + B 1 * + o{x). (22.10.3) 

类似地有 

灸 =⑻ = E \^1 ( 22 . 10 . 4 ) 

n<s n<*p"|n p m <,x J 

所以 

5 2 -S,=S ， t*/P ?w ]. 

其中 E ' 表示对所有满足 p m d：(m > 2) 的 p 和 m 求和.如果在最后一个和中去 
掉方括号，则根据定理413知,所产生的误差小于 

e；1<e ，^ = 3 M,) =oW 

故有 

S 2 -S l =xY l i P~ m + o{x). 

级数 CC 

是收敛的，所以当 a :- oo 时 
于是 

S2-Si=(B 2 -Bi)x + o{x), 

而 （22.10.2) 即由 (22.10.3) 推出. 


22.11 w ( n ) 和 fi ( n ) 的正规阶 

函数 u;(n) 和 fi(n) 是不规则的，但是有确定的“平均阶 ”lnlnn. 有另外一个有 
趣的概念，在这个概念下它们可以说成是“在整体上”有确定 的阶. 粗略地说，称 
/(n) 有正规阶 (normal order)F(n), tnM f(n) 对几乎所有的 n 值都近似于 F(n). M 
确切地说,假设对于每个正数 e 以及几乎所有 n 值都有 




那么就说 /( n ) 的正规阶是 F ( n ). 这里“几乎所有”的含义如 1.6 节和 9.9 节中定 
义.可能会有 n 的一个例外的“无限小的”集合存在,在这个集合中 (22.11.1) 不成 
立，而这个例外的集合自然与 e 有关. 

一个函数有可能有一个平均阶,但是可能没有正规阶，也可能出现相反的情形. 
例如，函数 

/( n ) = 0(2| n ), /( n ) = 2(2； n ) 

有平均阶1,但是它没有正规阶.而函数 

/( n ) = 2 "*(n = 2"*), / ⑻ =* l ( n /2»*) 

有正规阶1,但却没有平均阶. 

定理431 o ;( n ) 和 Jl ( n ) 的正规阶是 In Inn . 更肩切地说，对每个正数 A 不 

超过 z 且使 

|/( n ) - lnlnn |> ( lnlnn)* +tf (22.11.2) 

成立的 n 的个数是 o(x), 其中 f(n) 是 u；(n) 或者⑻. 

只要证明使得 

|/( n )- lnlnx |> ( lnln ®) i+, (22.11.3) 

成立的《的个数是 0 ( z ) 就够了， lnlim 和 lnlnx 之间的区别是不重要的.这是因 
为当 a : 1 〆 * < n < * 时有 Inina : - 1 彡 In Inn < lnlnx , 所以实际上对 n 的所有这样 
的值 ， In Inn 就是 lnlnx, 而问题中 n 的其他值的个数是 O ( a : 1 /*) = o(x). 

接下来,只需要考成 /( n ) = a ;( n ) 的 情形. 因为 fi ( n )> u(n), 故由 （22.10.1) 以 
及 (22.10.2) 就有 

E {!?(«) - w ( n )} = 0(®). 

于是 ， n < a : 中满足 

Sl(n) - w ( n ) > ( Inins ) 士 

的数的个数是 

所以定理431的一种情形可以从另一种情形推出 • 

考虑 n 的不同的素因子对(即 pj^q) 的个数，将数对 9， P 视为与 P ,9 不同 
的数对.有以 ㈨ 个可能的 P 值,而对于其中的每一个值，恰好有 u »( n ) - 1个可能 
的 g 的值.于是 

w(n) {w(n) -1} = 52 i = 5^ 1- E 1 - 
沈 W |n p^ln 


对所有的 n 彡 ar 求和，就有 
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E M")> 2 - !>(") = E - E1) = E [ 垚 ] -E 讲 

n<x n<* n<x \pq\n p*|n / pq<x p*<x J 

首先有 

这是由于这个级数是收敛的.其次有 

卜 5 > 响 . 

于是，利用 (22.10.1) 就有 

5^ {w(n)} 2 = x — + 0(*lnlnx). (22.11.4) 

n<i W 

现在有 



这是因为，如果 pg < 毛则有 p < rr 以及 <z < a ： , 而如果 p < 且 9 < 在则有 
pq^x. (22.11.5 ) 外面的两项中的每一项都是 

{lnln* + 0(l)} 2 = (Inlnx) 2 + 0(lnln*), 

从而有 

5"! {w(n)} 2 = x(ln In x) 2 + 0(x In In x). (22.11.6) 

n<i 

由此并利用 （ 22.10.1) 和 (22.11.6 ) 就推出 
(w(n) -lnlnz} 2 

=^2 {u>(n)} 2 - 21nlnx ^ w(n) + [x] (Inlnx) 2 

= i(lnlai) 2 + 0(®lnlni) - 21nlnz{xlnlni + 0(*)} + {a + 0(1)} (Inin®) 2 

= x(lnlnx) 2 -2i(Inlnx) 2 + a: (Inlnx) 2 + 0(*Inlnx) 

= 0(® Inlnx). (22.11.7) 

如果在不超过 a ： 的数中有多于职个数满足 （ 22.11.3) [ 对于 /(n) = o;(n )]， 那么 
{w(n) - lnlni} 2 ^ rjx (Inlnx) 1 . 24 , 

对于充分大的 a ：， 这与 (22.11.7) 矛盾，而且这对每个正的》 / 皆为真_故而满足 
(22.11.3) 的 n 的个数是 o(x), 这就证明了定理 . 



22.12 关于圆整数的一个注解 


通常称一个数是“圆整的”，如果它是比较多的相对较小的因子的乘积.例如， 
1 200 = 2 4 x 3 x 5 2 肯定会被称为一个圆整数.但像2 187 = 3 7 这样的数的圆整性 
被十进制记数法掩盖了起来. 

一个普遍注意到的事实是，圓整数非常稀少.这个亊实可以由任何一个有分解 
数癖好的人来检验.数,就像大批出租车或者火车车厢的数量一样，是以完全随机 
的方式出现在人们的注意范围内的.定理431包含了这种现象的数学解释. 

函数 w ( n ) 和 fi ( n ) 中的每一个都给出了 ri 的“圆整性”的一个自然度量，它们 
中每一个通常都大约是 In Inn , 这是一个增长得非常缓慢的的函数.例如 lnlnlO 7 
的值要比3小一点点，而 lnlnlO 80 又比5要大一点点.一个接近10 7 的数（因子表 

的极限）通常大约会有3个索因子,而一个接近 10 80 的数（这个数接近于宇宙中质 

子的个数）大约会有5个或者6个素因子.一个像 

6 092 087 = 37 x 229 x 719 
这样的数在某个意义上讲是一个“典型的”数. 

这些亊实初看起来非常令人吃惊，然而不合理的亊实深藏不露.真正令人吃惊 
的是大多数的数都有如此多的因子，而不是它们都有如此少的因子.定理431包含 
两个 结论： u »( n ) 通常不比 In Inn 大得 太多； 而且也不比它小得太多.正是这里的第 
二个结论更加深藏不®，也更加难以证明. u a ;( n ) 通常不比 In Inn 大得太多”这一 
结论可以不需要借助 (22.11.6) 而从定理430推导出来 .® 


22.13 d ( n ) 的正规阶 

如果 n = Pi l P2 3 - • _ P ? r , 那么 

uj(n) = r , fl ( n ) = ai + a2 + …+ Or , < i ( n ) = (1 + oi)(l + 02 ) • • • (1 + a r ). 

又有 2 < 1 + a < 2° 以及 2-(") < d(n) < 2 n ⑻.于是,根据定理可知, lnd ( n ) 的 
正规阶是 ln 2 Inlnn . 

定理432 如果 e 是正数，那么对几乎所有的教 n 都有 

2 ( l - e)lnlnn < d ( n ) < 2( 1+e > ln,nn . (22.13.1) 

于是 d ( n ) “通常”大约是 2'"*"" = ( Inn ) 1 " 2 = ( Inn ) 069 '. 我们不能肯定地说 
“ d ( n ) 的正规阶是 2 lnlnn ’’， 因为不等式 (22.13.1) 要比 (22.11.1) 的精确度差一些，不 
过可以粗略地说 u d ( n ) 的正规阶大约是 2 lnlnn ”. 

应该注意到，这个正规阶要大大小于它的平均阶 Inn . 平均值 


①粗略地说，如果 xW 有比 In In * 更高的阶，且 «( n ) 对于小于: c 的数中占一定比例的数都大于 
: 那么 E w ( n ) 就会大于 x X ( x ) 的一个固定的倍数，这与定理430矛盾. 





V >( a ) lng + A ( n ) V > (王) = 2 a:lnx + O ⑻， 

n<x 71 

5^ A ( n ) lnn + A ( m ) A ( n ) = 2 iln * + 0(x). 

容易看出 （22.14.2) 和 (22.14.3) 是等价的.因为 

53 A(n)V (0 = A ( n ) S A ( m >= S A ( m ) A ⑻， 

又如果在 （22.5.2) 中取 c „ = A ⑻以及/⑴= Inf , 根据 (22.14.1) 就有 
5^ A ( n ) Inn = V »( x ) lnx -| = tl)(x)]nx + 0(x). 

在 (22^14.3) 的证明中，我们用到了在 16.3 节中定义过的 Mobius 函数 / z ( n ) •根 
据定理263、定理296以及定理298,得 

5>( d ) = 1 (n = 1), J >( d ) = 0 (n > 1)， (22.14.5) 

d\n d|n 

A ( n ) = -^/ i ( rf ) lnd , Inn = ^； A ( d ). (22.14.6) 

^ A ⑻ A (吴) =_ 53 A ⑻ E ^hid 

d|n / >15 din 

= A^lnn + y^M ⑷ ln 2 d 


(22.14.2) 

(22.14.3) 


(22.14.4) 



5^^( d ) ln 2 (-) = ln 2 x , 
d\l 

但是对 n > 1，根据 （22.14.6) 和 （22. W .7) 有 

J 3/ i ( d ) ln 2 (^) =^ 2 fi(d) ( ln 2 d -21 nxlnrf ) 

d|n d\n 

= 2 A ( n ) lnx - A ( n)Inn + [ ^( h ) A ( fc ). 

于是,如果记 ^ 

制 = ( I )， 

则根据 （22.14.4) 就有 

S(x) = ln 2 x + 2 岭 ( x ) lnx - ^ A ( n ) ln »+ A ( A ) A ( A ) 

n <* hk^x 

= [ A ( n ) lnn + [ A ( m ) A ( n ) + O ( i ). 

为了完成 (22.14.3) 的证明，只需要证明 

S ( x ) = 2* ln * + 0 (x). (22.14.8) 

根据 （22.14.5) 有 

5⑻ - 7 2 = E E M ⑻ {to 2 (|) - ?} 

= E ^«0[|] { ln a 0-7 2 }, 

这是因为且满足 d | n 的数 n 的个数是 [x/d]. 如果去掉方括号，则根据定理 
423可知，所产生的误差小于 

gMfW }=咐 

从而有 

⑽ =*E 令 {O - V *} + 0 ⑻. (22.14.9) 

现在根据定理422有 

( \ (22.14.10) 

根据定理423,各个误差项之和至多为 

gXf)w(!5_=°G)gO o ⑴ =o(i) . 轉 u) 


又根据 （22.14.5)、(22.14.6) 以及定理 4 






由此得到 
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| ii ( a :)| ln 2 x < 5^ 1 + 0 ( x111 *), 

其中 

Or, = A ( n ) Inn + 二 \(h)A(k), 

而根据 （22.14.3) 有 

y^.On = 2x]nx + 0{x). 

现在用一个积分代替 （22. ll .2) 右边的和.为此要证明 

S a "| /? (DI = 2 | 1 | i? (f)| lntdt + 0 (* ln *)- 

注意到，如果《 > O 0,则有 

||月(0卜 !«(*) -只(《01 = 1^(0 - W) -t+t'\ 

< m - 州) + t - f = m - F(n 
其中 F ( t ) = iP(t) + t = 0(0, 而 F ⑴是 f 的递增 函数. 还有 

, 相 -}=5 皆咐⑹ 

= °( x S») =0(Ilna:) ' 

分两步来证明 (22.15.3). 首先，如果在 (22.5.1) 中取 

ci =0, ft ,—« n - 2 j " ^ Intel *, /( n ) = |5(*)|, 

那么就有 

C(x) = E a „ - 2 J :* 1 In fdt = 0(x) 

并且根据 (22.15.4) 则有， 

pioiHioiL ⑽ 

c(n) (K) 卜卜(点 )I j+ c(a0iZ (S) 


(22.15.2) 



其次， 


+ 0 (x) = 0 (xlnx). (22.15.5) 



|K)lL to O(f)H 

O 渤 _K0lh 

从而有 

=° U， n { F ©- F (^fi)}) +咏叫 = 吻 -% 2 . 則） 
将 (22.15,5) 和 (22.15.6) 组合起来就得到 (22.15.3). 

将 (22.15.3) 用到 (22.15.2) 之中，得 

|/ Z ( x )| In 2 ® < 2£ 卜 (|)| lnid < + O ( xlnx ). (22.15.7) 

可以将这个不等式的意义说得4微明白—点，如果引进一个新的函数，也就是 


Is -}- 


V(g) = e-^R((fi) = e~«V (^)- 
如果记 : c = 以及 * =: re -”, 通过交换积分次序就有 

J^|b(j)| ln<dt=xj^ |V ⑻|« _ V)^V = * ( IV⑻ I £ dCdr, 

=*£ ( 剛顿. 

(22.15.7) 就变成 

^ | V (€)| |V ⑻ I d»jdC + 0(0. (22.15.9) 

由于训； t ) = O ⑻，故由 (22.15.8) 得出，当 f -* oo 时 V (0 是有 界的. 因此可 
以记 r « 

Qt = ^ JV ( OI , 芦 = J ^| v ■⑻ | d »7， 


将它用到 （22.15.9) 中，得 
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\vm <2^{/3c+ o(o>dc+o(o =0e+o(e), 

所以有 inoi </?+ o ( i ). 故而有 


22.16 定理434、定理6和定理8证明的完成 


根据 (22.15.8), 定理434等价于 命理： 当《 — oo 时以幻 - 0,这也就是等价 
于 a = 0. 现在假设《 > 0,并来证明，此时有卢< a , 这与 (22.15.11) 矛盾. 我们还 
需要两个引理 • 

定理435 存在一个固定的正数 A】， 使对每个正數 ei.fe, 都有 


K:H 

如果取 x = ^,t = e\ 根据 （22.6.1) 有 


< Al 


故而有 

这就是定理 435. 


J ^ v (,) d ,= f { M _ i } dt . 0(1) . 

广 V(”) = £ V(”)d»7-J^ V(»7)d” = 0(l) 


定理436如果％>0且 K(Tfe) = 0, 那么 


可以将 (22.14.2) 写成形式 

^>(*) ln *+ 5^ A ( m ) A ( n ) = 2 xlnx + 0(*). 

如果 or > ： c 0 > 1，则同样的结果成立（用： to 代替 *). 相减即得 

V >( x ) lnz - il>(Xo) Inz 0 + A ( m ) A ( n ) = 2 (*Ins - 抑 ln * o ) + 0 {x). 

由于 A ( n ) ^ 0, 故有 

0 < ^>( x)lnx — r(i(xo) lnx 。 彡 2 (xlnx — xolnxo ) + 0 (x), 

由此推出 

| A ( z ) lna ; — i 2( xo ) lnxo | ^ xln ® — + 0 {x). 

取 i = e « Jo + r iXo=e % ) 所以 r ( Xo ) = o . 由于 0 < r 《 ct , 有 






= l - e - T + 0(1/%) <t + 0(1/%)， 

所以 

£叫 + 啊 O + o(i) = i a » + o(I). 

现在记 <5 = —> a ，取 c 是任意一个正数，并来考虑 V ( t ,) 在区间 
C < V^C + S - a 中的 性状. 根据 （22.15.8) 可知，除了在不连续点之外，当增加 
时 V ( V ) 递减,而在不连续点处 V ( V ) 递增.这样一来，在我们的区间中，要么对某个 
%有 F ( r ») = 0,要么 V { V ) 至多改变一次 符号. 在第一种情形下，利用 (22.15.10) 
和定理436,对于大的（有 

(<+4 pjjo rto+a rC +* 

j |V(»7)l<ii7=J +j +j +JV (” )|d” 

<<*(% - 0 +1® 2 + «(C + « - »?o - a) +o(l) 

=a (5 — + o(l) = o/b + o(l), 

其中 a 7 = a (l - < a . 

在第二种情形下，如果 VO /) 仅在区间 C^ V ^C + S - a 中的点 r ; = 仍 处恰好 
改变符号一次，就有 

f 01 |V(»?)|di7=|J^ V(”) d”| + 一 K(»/)d^| < 2A U 

然而，如果 V (»/) 在该区间中根本就不改变符号,则根据定理435就有 

r | K+^-a I 

|V(»/)|d»7=|J V(»j)di7| < Al 

从而 

J : +, 剛 I d” = J: +4_ ° + 亡二剛 I d V <2A 1 + o t + o(l) = a' , S + o(l), 
其中 













fl(x) = t ? j (*)-® = 1?( z)-X = o ( x ), 

所以 (22.18.7) 对 fc = 1 成立. 现在假设 (22.18.7) 对 fc = iO 1为真，故而对任何 
e > 0,存在一个匈= « o (^. e )> 使得对所有 x > xo 皆有 
\fK(x)l<ex(]n]nx) K -\ 

由 /k(x) 的定义可以看出，对1 < * < * 0 有 |/ k (*)| < 其中£»只与 A ： 和 e 有 
关.从而对足够大的: c , 由定理427有 

J2 卜⑸ 卜扣 — 广 1 E ;<2e*(lnln* 严 . 

我们又有 批 M ” 10 

( « ) n Dn ^ K Dx ' 

*/*o<P<* 1 VP/I 

由于 K+l^^K, 从而根据 （22.18.6) 知，对于 x>X!= xi(e，D，K) = a ： i ( e ， A ") 有 
l / jc + i ⑻ I < 2® {2 e ( Inln ®)^ + £)}<5 ex ( lnlna :)^. 

由于 e 是任意的，这就蘊含对 <fe = if + 1也有 (22.18.7) 成立,所以根据归纳法可 
知，结论对所有 fc > 1都成立 • 

根据 (22.18.7), 可以通过证明 

“⑻〜 ( lnlnx) fc (k>l) (22.18.8) 





如果 n < ®, 那么对每个 i 都有 Pi < a:. 于是 

但是，根据定理 427 有 

i ~ lnln ®, 二 i ~ In ~ lnln ®, 

从而立即得出 (22.18.8). 

22.19 区间中的素数 

假设 e > 0,那么就有 

^ + „)_^) = lnx *^ 1 Z +e) - • +。(^) = g + 0 (6). (2 2 . 19 . 1 ) 

最后一个表达式是正的，只要 a： > x 0 (e). 于是总存在一个素数 p, 当* >吻(6)时 
它满足 

x<p<(l + e)x. (22.19.2) 

可以将这个结果与定理418 对照. 后者与 (22.19.2) 当 e = 1时的情形相对应,不过 
它对所有 a: > 1都成立. 

如果在 (22.19.1) 中取 e = 1,就有 

7 r (2®) - 71 ■⑻ = 6 + 0 〜 ⑻. (22.19.3) 

这样一来,作为一个初步的近似,位¥ * 和2^5：间的素数个数与小于: c 的素数个数 
一样多.初看起来这是令人吃惊的，因为我们知道当: c 增加时接近 a： 的素数会变得 
稀薄起来（在某种含糊的意义上).事实上,当; C — 00时有 77(23:)-27^) — -oo( 尽 
管这里不能证明这个结论)，然而这与 (22.19.3) 是不相容的，因为 (22.19.3) 等价于 
7r(2*)-2jr(z) = o{jr(*)}. 

22.20 关于素数对 p , p +2 的分布的一个猜想 

尽管如 1.4 节中所述，还不知道是否有无穷多个素数对 P.P + 2 存在，但是有 一 
种论证方法使得下面的结果看起来是合理的： 

陴. 20 . 1 ) 


























































23.2 一维定理的证明 


证明定理438和定理439很容易，但是我们要给出好几个证明，以此来描述算 
术领域中不同的重要思想.我们的某些方法可以推广到多维的空间去,有一些方法 
则不能推广. 

⑴根据定理201，对于 fc = 1，存在整数 ru 和 p ， 使得 \ ni ^- p \< e . 于是点 
( mt ?) 要么与0的距离是 e , 要么与1的距离是 e . 点列 
( nil ?), (3 nitf ), •• 

只要需要就一直继续下去，这列点（在一个方向或者另一个方向）画出一条链穿越 
区间（0,1)，这条链的网格 ® 小于 e . 这样就存在一个点 ( Ann ?), 或者说是 （ m ?)， 使 
得它和 (0,1) 中任何一点 a 之间的距离不超过 e . 

( u ) 可以重新表述⑴以避免使用定理201,之所以要详细这样做,是因为这样 
I — 个证明原型. 

1 = 1,2,3, •• •) 的集合 S 在 (0,1) 中稠密 • 
ft 有两个点是重合的.于是该集合就有一 

f 且的确是有任意大的 f 


必须要证明点或者 ( 


r •存在)， 


或者 （ni?) (其中 n = 

没有点落在0,且没窄 

个极限点，且有数对 (P n ,P n+ r) 存在，其中 r > 0( 而1 

使得它们能如我们所愿任意地相互接近. 

把有向线段 PnPn+r 称为一个向量 (vector). 如果我们标出一个与■相 

等且方向相同的线段只 „<?( 从任意一个点&出发),那么 Q 是 S 的另外一点，亊 

实上它就是 P m+ r. 当做出这样的构造时,应该这样来 理解： 如果线段超出0 

或者1的外边，那么超出去的那部分就要被从区间 （0,1) 的另一端点1或者0量 

度的一个全等的部分取代. 

存在长度小于 e 的向量，这样的向量 (r > A0 从5 fi 
地，它从巧出发.如果从 

有同样性质的由点作成的链,从而可以用同样 

(iu) 有另外一个有趣的“几何的”证明，它不可能推广到多维空间（无论如何， 
作这样的推广是很容易的). 

如同在 3.8 节中一样,我们在单位圆的圆周上表示实数，而不在直线上表示实 
数.这种表示法自动将整数剔除在外 . 0和1用圆周上的同一^点来表示,因此 ,一 
般说来, （W?) 和 7M? 也是用同一个点来表示. 

说 S 在这个圆上稠密，就是说每个《都属于导出集如果《属于但不 
属于 s ，, 就会 存在一 个围绕 a 的区间,其中除了《自己以外， ms 的其他点，这 

① 这里的网格报的是该链上相邻点之间的炬离 • 

② 所谓一个集合5的导出集史，指的是该集合所有极限点组成的集合，如果恰有5 = S', 则称 S 是 
一个完全集或者完 满集. ——译# a 




















23.3 反射光线的问题 


在转向 Kronecker 定理的一般性的证明之前,我们要将已经证明的特例应用到 
K 6 nig 和 Szucs 所解决的一个简单却颇有趣味的平面几何问题中. 

正方形的边是反射镜面.一束光线从正方 
. 形内部的一个点发出，并反复被镜面所反射. 

它的路径有何特征？ ® 

定理441光线的路径要么是闭的且有 
周期性，要么在该正方形中稠密，并在途中任 
意接近正方形中的每一 个点. 它有用期性的一 
- 个充分必要的条件是：正方形的一边与这束光 

■X 线的起始方向的失角有一个有理數值的正切 
值， 

在图9中与坐标轴平行的直线是 

x = l+ 2' V = m+ 2' 

其中 Z 和 m 是 整数. 图中那个边长为1、环绕原点的粗黑边框的正方形就是问题 
中的正方形，其中点 P 或者（(*，&) 是起点 • 我们来构造 P 经过直接反射或者反复 

反射在镜面中所得到的所有的映像.稍加思考即可证明它们有四种类型，不同类型 

的映像坐标是 


①有可能意外地发生该束光线穿过正方形的一 个角. 此时，假设它循前面的路径返回.这是根据连续 
性的考思而做出的约定. 





,/ • 
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_ 
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图9 







(A) a+ 2/, 6 +2m; (B) a + 2l,-b + 2m +1; 

(C)-a + 2l + l,b + 2m; (D) -a + 2i +1,-6 +2m +1; 

其中 / 和 m 是任意的整数 . 111 此外，如果在 P 点的速度有方向余弦 A, m ， 那么速度 
对应的映像就有方向余弦 


(A) A, m ； ⑻ (C)-A, W 

基于对称性，可以假设 M 是正的. 

如果我们想象把平面划分成单位边长的正方形，一个典型的正方形的内部是 
I- | <*<Z + |, m-| <|/<m+|, (23.3.1) 

那么每一个正方形都恰好包含原点正方形 

1 111 
~2 <X< 2' ~2 <V< 2 

中每个点的一个映像.如果原点正方形中任意一个点在 (23.3.1) 中的映像是类型 
A,B, (7 或者£>之一，那么原点正方形中任意其他的点在 (23.3.1) 中的映像也有同 
—类型 _ 

现在想象 P 与光线一道移动. 当 P 在点 Q 与镜面相遇时，它就和一个映像重 
合.暂时与 P 重合的 P 的映像在一个与基本正方形相邻接的正方形中继续 P 的移 
动（按照原来的方向).我们跟随其映像在正方形中的这种运动，直到它循次与正方 
形的一条边相遇为止.显然 P 原来的路径将会在同一条线 L 上一直继续下去，中 
间经历一系列不同的映像 . I在任何一个正方形 (23.3.1) 中的一段线段都是 P 的路 
径在原来正方形中直线部分的映像.在 L 位于不同正方形中的线段与 P 的介于相 
邻接的反射之间的那部分路径之间存在一个一一对应， L 的每一个线段都是尸的 
路径的对应部分的一个映像 • 

如果沿同样的方向运动回到了最初的位置，则 P 在原来的正方形中的路径 

将会是周期性的.这样的情形会发生，当且仅当 L 通过原来的点 P 的一个类型>1 

的映像 .L 上任意一点的坐标是 x = a + At, y = b + Mt. 于是这个路径将是周期性 
的，当且仅当对某个 f 和整数 Z, m 有 At = 2i, 舛= 2m, 也就是如果 A/ m 是有理数. 

剩下来要证明，当 V# 是无理数时， P 的路径可以任意接近于该正方形的每一 
个点⑷叻.对此的充分必要条件是 L 应该任意接近于⑷ t /) 的某个映像,而一个 
充分条件是它应该任意接近 ($,»?) 的某个类型4的 映像. 而且，如果对每个€和％ 
任何正数 e 及对某个正数《和适当的整数 m 有 

|a + At-^-2Z| <e, \b + ia-ri-2m\<e, (23.3.2) 

那么这些条件就是满足的. 



①: r 坐标取到从 a 出发重复使用代换 x '= l - xURx '= - l-x 得到的所有 的值. 这个图措出了 
与非负的 < 和 m 所对应的映像. 




















也可以将此定理表述成与定理 439 对应的形式，但是为此必须要将 9.10 节中 
的定义推广到 A： 维空间中去. 

如果 fc 维空间中一个点 P 的坐标是町，: r 2 ，." ，办，且5是正数,那么满足 

的点 *i ，的 ，…， X；的集合称为点 P 的一个邻城.术语板限点、导出集、闭集 (closed 
set)、 自稠密集 (dense set in itself) 以及完全集 (perfect set) 都在 9.10 节中给出了精 
确的定义.最后，如果把由 

0 < x m < 1 (m = l，2, •••，*) 

定义的集合称为“单位立方体”，那么一个点集在羊位立方体中 桷密， 如果该立方 
体的每一个点都是导出集 S' 的一个点. 

定理443如果 ih，^, …，如，1是线性无关的，那么点集 
(njt?) , (nt? 2 ) ，…， (ntffc) 

在单位立方体 内鯛密 • 

23.5 定理的两种形式 

Kronecker 定理还有另一种可供选择的形式，在此形式中假设和结论都要少— 
点. 

定理444 如果如，九," A 是线性无关的， ai,a 3 ,- - ,a fc 是任意的，且 T 
和 e 是正数，那么存在一个实教 t 以及整数 PM>2，，" _ ，抑，使得《 >『以及 
\t^ m -p m -a m \<e (m = l,2, - . ,fc). 

定理444中的基本假设条件弱于定理442中的假设条件，这是因为它仅仅考 
虑了诸个办之间的齐次的线性关系•例如 A =我心=1满足定理 444 的条件，但 
不满足定理442的 条件. 又在定理444中，恰好有一个I?可以是有理数•定理444 
结论也要弱一些，因为 t 不一定是整数 • 

容易证明这两个定理 等价. 给出这个定理的这两种形式是有用的，因为某些证 
明会自然地引导到其中的一种形式，而另外一些证明则会引导到定理的另一种形 
式. 

(1) 定理444 蠤 含定理 442. 不妨可以假设每一个 t? 都在 (0,1) 中，且 e < 1. 
对数组 

必1，必2, • • • , t?k, 1； oi, a 2 , …， a*：， 0 

来应用定理444,将定理444中的 * 换成 fc + 1，将 r 换成 iV + 1， e 换成此时 
关于线性无关性的假设就是定理442中的假设,从而其结论可以表示成 































(其中最后一个数是 1) 是线性无关的， i 
心， •••， 九,1之间的一个线性关系. 

首先假设* > 1，并假设该定理对 - 1为真.将定理（用 A: - 1代替 fc) 应用 


Ak-i (代替办2，."，汐*-1)， 

/3l=a\ - Qifc^l， lh = Clt- Ok<h^ …， Pk-l = Ofc-1 - *»<：如_1(代替 ai，Q：2,. 

(代替 e)，M 吨(代替入)， 
fi = (w + l) Mfc - 6 fc | + |a fc | (代替 w)， 

则存在整数 Cfc, Cl, C2, … ,Cfc-l, 使得有 

|cib| > Q, sign c/k = sign {A (stffc - 6fe)} 


-1). 


\c k <l>m - Cm - Anl < y (m = 1,2 ， 

成立.不等式 (23.8.7) 如果用诸数 T? 来表示即形如 

,-6m)-Cm-Om| < \e (m = 1,2, 


| Sr =^ (st?ro " 

门可以这样做的那 


(23.8.5) 

(23.8.6) 

(23.8.7) 

(23.8.8) 
= A :时 （!23.8. 8 ) 的 


如同我们可以这样做的那样,在这里加入了 m 的值 fc, 因为当 r; 

左边变成了零. 

我们已经假设了 fc > 1.当 A： = 1时, (23.8.8) 是平凡的,所以，显而易见的是只 
需要选取 Cfc 以满足 (23.8.6) 即可. 

现在来选取一个整数 iV 使得 

卜^^卜 1 ， （删) 

n = Ns , p m = Nb m + cw 那么，根据 (23.8.4), (23.8.8) 以及 (23.8.9) 就有 






所以有 |JV| > W 以及 |n| = |iV|^|AT| > w .最后, n 与； V 有同样的符号，所以，根 
据 （23.8.9) 和 (23.8.10), 这也与 


23.9 Bohr 给出的定理的证明 

Kronecker 定理还有若干个“解析的”证明，其中似乎是最简单的一个证明属 
于 Bohr. 所有这些证明都依赖于下面的 事实： 
e(x) = e 2 * 11 

有周期1,且它取值为1当且仅当 re 是一个整数. 

首先注意到，如果 C 是一个非零的实数，那么 

r 1 ™, 

如果 c = 0,则它的值为 1. 由此推出，如果 


X(0 = 5Z^e c " K . 

其中没有两个 G 是相等的,那么 17=1 

取 Kronecker 定理的第二种形式（定理 444), 并考虑函数 
柳=|增I， 

其中 

F(t) = 1 (■Omt - Om) 

是实变量 f 的函数. 显然 m <k+ = l. 


(23.9.1) 



(23.9.4) 


如果 Kronecker 定理为真,就可以求得一个大的 <，使得和式中的每一项都接 


近于1，且利 f) 接近于 k + 1. 反过来，如果对某个大的0⑷接近于 fc + 1，那么 



(由于没有哪一项的绝对值可以超过 1) 每一项必须都接近于1,从而 Knmecker 定 
理必定为真.这样一来，如果能证明 

^^(«) = * + 1, (23.9.5) 

我们就证明了 Krcmecker 定理. 

这个证明以 F ⑷与个变量 o: 的函数 

^(xx,X2, •• - , Xfc) = 1 + xi + + • • + (23.9.6) 

之间的某种形式的关系作为基础.如果用多项式定理将取 P 次幂，就得到 

妒 = E Oni.na. -.n**? 1 ^* … W. (23.9.7) 

这里诸系数 a 都是正数.它们单个的值无关紧要,但是它们的和是 

53 a = #(1，1，…， 1) = (* + l) p . (23.9.8) 

我们还需要对它们的个教有一个上界.当 fc = 1时它们有|»+1个,而且 
(l+Si+...+a^) Ps= ( 1 +*i+."+®*-O p +( f ) (l+*i+- - •+«*-!) p_I *fc+- - •+**, 
:时， 其个数至多被乘了 p + 1倍.因此这种 a 的个数不 


P = (1+X1 + -- 

L 过波到 fc 时 


所以，当从 *：- 
超过 (p + 1)*.® 

现在作出与 F 对应的幂 


这是一个形如 （ 

当这样做时， (23.9.7) 中的每一个乘积: r ? 1 都会产生一个不同 的〜， 这是因为 
两个〜 的相等将会蕴含诸 t ? 之间的一个线性关系 .® 由此推出，每个系数^都有 
—个与对应的系数 a 相等的绝对值,且有 EIM = Eo = (* + i ) p - 
现在假设与 (23.9.5) 相矛地有 

Em ^( i ) <* + 1. (23.9.9) 

,,使得对< 


那么就存在一个 A 和一个 f 0 , 使得对 t>to 有 \ F ( t )\ 矣 A < fc + 1,且有 
这样就有 

IM = {F(*)} p e-^ u d*| < BmijJ _| p d* < A' 

从而对每个 a 都有 “ 由于至多有 (p + 1)* 个 a ， 这样就得出 

(* + l) p = X><(P + l) 〜， 

这也就是 


① 实际的个数=1 ( T )• 

② 在这里仅仅用到了诸 





但是 Acfc + l， 所以有 


(23.9.10) 


(甲) ^{p + l) k - 

(W = e ' 

其中 <5 > 0. 故而 e# < (p + l) fc , 而这对于大的；I来说是不可能的，这是因为当 
p 00时有 e^b + l^-O. 故而 (23.9.9) 对于大的 p 产生矛盾，这就证明了定理. 


23.10 —致分布 


Kronecker 定理虽然是很重要的,但是它没有对点集 (nt?) 或者㈣ 山 (ntf 2 ) , • • • 
说出我们所关注的全部信息.这些集合不仅仅在单位区间或者单位立方体中稠密， 
而且还是“一致分布的”. 

暂时回到一维的情形，我们说一个点集 P n 在 (0,1) 中是一致分布的 (uniformly 
distributed), 粗略地说，如果 (0,1) 的每个子区间包含的点都占有它应有的份额•要 
给出它的稍确的定义，假设 J 是 (0,1) 的一个子区间,并且既用/来表示区间，也用 
I 来表示它的长度. 如果〜 是落在 J 中的点 Pl , P 3 ,- - ,Pn 的个数，且当 n — 00 
时，不论是什么样的 J, 都有 

— -*1, (23.10.1) 



就是一致分 布的. 还可以把 (23.10.1) 写成下面任一形式 

nj ~ n/, m = nl + o(n). (23.10.2) 

如果是无理教，那么请点（《1?)在 （0,1) 中是一致分布的 • 


设0 < e < ^,根据定理439,可以选取 j, 使得0 < ⑼）=< e .记= [1/5]. 
如果0 < 九 < 尺，那么区间4就是满足 

(ft 州 <*<({/k + l } 州 

的点集.这里心超出了点1，而我们是在用 23.2 节 （ iii ) 中的困周表示法•用 nh ( n ) 
来表示落在 A 中的0?)，(2的,"， ㈣ ）的个数 •如 果 ㈣ 落在 J 0 中，其中《是 
—个正整数，那么 + 落在4中，且反之 亦然. 于是，如果 n >以，则有 
%( n ) - rih ( hj ) = Vo(n - hj ) •但是 nh ( hj ) < hj , 且 r / o(n - hj ) > 恥 ( n ) - Aj , 故有 
7 jo ( n ) - hj < tjh ( n ) < tjo ( n ) + hj . 


所以 H 

息韻 =1 


(23.10.3) 


现在有 


亡” fc ( n ) 










[幽 s 


由 (23.10.3) 就推导出 

如果 J 是区间 （a, 0),K0-a^e , 则存在整数 u,fc, 使得 

0< (ujd) <a<({u +1} 押)< ({« + k}j^) </3<({« + fc + l}ji?), 


所以 


u+fc-l u+k 

Y1 %(»)<«/ < S»7fc(») 


因此,利用 (23.10.3) 就有 _ 

由此，再利用 (23.10.4) 即得 
但是 

^<1<(^ + 1)«, (k-l)6<I<(k + l)S. 




由于可以选取 e (从而 d 亦如此）任意地小，这就推出 (23.10.1). 

一致分布的定义可以立即被推广到 A: 维空间中去, Kronecker 的一般性定理可 
以用同样的方式加以改善.但是其证明更为复杂. 

很自然地要问，在诸1?由一个或者多个线性关系相联系的例外情形下会怎么 
样呢.例如，假设 fc = 3. 如果有一个关系存在，则 点只* 就局限在某些平面上，如 
同在 33.4 节中它们周限在某些直线上 一样. 如果有两个关系存在，则点&就局限 
在直线上.这种相似性提示 我们： 在这些平面或者直线上的分布应该是稠密的，而 
且的确还是一致分布的.可以证明这的确如此，且在维空间中对应的定理仍然为 


真. 


本章附注 

23.1 节. Kronecker 在 Berliner Sitcungsberichte, 1884 [Werlse, iii (i), 47-110] 中首先陈 
述并证明了他的 定理. 关于此后受这个定理的启发所进行的研究工作的一个更完全的介绍以 
及论著目录，见 Cassels, Diophantme approximation. 一维的定理似乎应该厲于 Tchebychef： 
见 Koksma 的书76 页. 

23.2 节. 证明 （iii) 见 Hardy 与 Littiewood, Acta Math. 37 (1914), 155-191, 特别是 








第 24 章数的几何 

24.1 基本定理的导引和重新表述 



定理446 n 维空间中关于原点对称且体积大于 2" 的任何一个凸区域都包 
含一个坐标皆为整數且不全为零的点. 


通过修改第3章定理37的任意一个证明都可以证明定理 446. 例如，取 Mordell 
的证明.诸平面 

x r = 2pr/t (r = 1,2,…， n ) 

将空间划分成体积为 (2/t) n 的立方体.如果 W(t) 是这些立方体在所考虑的区域 il 
中顶角的个数，而V是 i? 的体积,那么，当 t — oo 时 
(2/t) n N(t) -» V. 

又如果V > 2" 且 t 充分大，则有 W(t) > t". 这样一来，证明就可以与以前一样来 
完成 • 

如果6,6,…，匕是关于*1，叼,…， x„ 的线性型，比方说 

ir = Or,\Xi + a r ,2*2 + . • • + «r,n®n (r = l,2,-.- ,n), (24.1.1) 


其中系数是实数，且行列式 



















在正的卦限 &>0 中的体积是 

如果 A" > n!|A|, 那么 P 的体积超过 2»|A|, 于&在 P 中除了 O 以外，还存在 一 
个格点.这样就 得到： 

定理449存在不全为零的整數 an, * 2 ," •，: c„ ，使得 

161 + I&l+-+Kn|<(n! |A|) 1/n . (24.2.4) 

因为根据算术与几何平均的定理有 

n I€l& •.. 4 l€l| + Ifel + • • • + I€n|. 

我们 还有： 

定理 450 存在不全为零的整教 X! ，: e 2 , " ，‘使得 

|fi6---^nKn-"n!|A|. (24.2.5) 

⑻作为第三个应用，定义 P 为 

校 + 这 +" + «<A a . 

这个区域是凸的，因为对正的 p 和〆有 

(成 + /妁 2 <0* + /0(成 2 + 〆^. 

P 的体积是 X n Jn, 其中 ® 


Jn= Ij- J 


定理 451 存在不全为零的整數 *i,a： 2 , " ,;c„， 使得 

^ + + •+^<4(M) 3/n (24.2.6) 

定理451可以用不同的方式来表达 • 一个关于 *i,X2,•••,*« 的二次型 (quadratic 
form)g 是一个函数 

Q(x u x 2 ,-■ ■ ,x n ) = ^^2ar,»x r x a , 

其中= Om . Q 的行列式 D 是它的行 列式. 如果对所有不全为零的 
:^，扔，…，2：„都有 Q > 0,则 Q 称为是正定的 (positive definite). 熟知 ®, Q 可以表 
示成 Q =竚+召+ . . . +总的形式，其中…，^都是实系数的线性型且行列 








l/ n ，使得 


|a„*n + PnVn \ < A, |7n*n + <$n9n| < t *- (24.3.3) 

又有 

| X „| = \S n ( a„Xn + 0nVn)-0n (7 n*n + 心恥)| < A |( f „| + M 队 I ， 

所以如有界. mm , Vn 也有界•由 于杯和 J/n 都是整数，故而由此推出，某—对 
整数 Z,!/ 必定在数对 x n , y n 之中出现无穷多次•在 (24.3.3) 中取; c„ = x , y n = y , 
并令 《 取适当的值趋向于无穷大，就得到 (24.3.2). 

特别要注意到,这种转化成有理系数或者#系数情形的证明方法不能应用到定 
理450这样的定理 中去. 这个定理（当 n = 2时）断言对适当的 a：,w 有咖 | < !|厶 I. 
如果我们试图利用上面 (3) 的论证方法，由于: r„ 和扣不一定有界,该方法会失效. 
这种失效很自然，因为当系数为有理数时该定理是平 凡的： 显然可以选取 x 和％ 
使得有5 = 0, |?»7| = 0<||A|. 

24.4 最好的可能的不等式 

容易看出，定理448是这种类型的结果中的最佳定理，这里最佳的含义在于， 
如果 (24.2.1) 代之以对任何 fc < 1有 

A,A 2 -A„>fc|A|, (24.4.1) 

则该定理将不再 成立. 这样一来，如果对每个 r 有& =心，就有 △ = 1以及 
Xr = Vk , 这样 (24.4.1) 就得以满足.但是⑸< A r < 1蕴含 A = 0,所以 (24.2.2) 
除了妁=叼=…= 0之外没有其他的解 • 

①类似地借助于齐性使我们能将本章里任何—个定理的证明化简成 △ 有任意指定值这种情形的证明. 





目然要问，足理449全足理451是古也英似地郡是“最佳的”？除/一柙情肜 
之外， 这个问题的答案都是否定的. (24.2.4), (24.2.5) 和 (24.2.6) 右边的数值常数都 
可以被更小的数代替. 

要提及的一个特殊情形是定理449当 n = 2时的情形.这个定理断言我们可 
以使得 

lel + li / Kv ^ M ). (24.4.2) 

而且容易看出，这是最佳的 结果. 如果 f = * + »， z _ y ， 那么 △ = — 2, (24.4.2) 
就变成阳+ W < 2. 但是 

|幻 + H = max(K + i/I ， K - t7l) = max (|2®| ， |2y |) ， 

除了 a : = y = 0 以外它不可能小于 2.® 

定理 450 即便当 n = 2 时也不是最佳的定理.当 n = 2时它断言 

I 浏 (24-4.3) 

我们将在 24.6 节中证明，这里的$可以被更小的常数 5 _i 所取代.我们还将在定 
理451中作出相应的改进.这个定理（当 ti = 2时）断言 

而我们将要证明， 4n~ l = 1.27 ..能 被 G ) = 1.15 …所取代. 

我们还将证明 5- i 和 (|) J 是最佳的常数.当 n > 2时，确定最佳的常数是 
很困难的. 


24.5 关于 f +炉的最好可能的不等式 


如果 


Q(x，y) = ax 2 + 2bxy + cy 2 

是一个关于 * 和 y 的（实系数，但不一定是整系数的）二次型， 
x = px l + qi/, |/ = rx , + sy / (ps-9T = ±1) 

是在 3.6 节的意义下的一个幺模变换•而 

Q(x,y) = a^ + 26V〆 + ^ = 0 (W), 

那么就称 Q 与 0 等价，并记成 Q 〜 Q'. 容易验证有 aV-6 /2 = oc-6 2 , 故而等 
价的型有相同的判别式.显然，“对适当的整数 Aj / 有 | Q | < fc ”与“对适当的整数 
. 这两个结论是相互等 价的. 


1 oc-6 2 = (a5-/37) 2 = A 2 >0. 

这样一来， 除了： r = j / = 0的情形之外，都有 Q > 0,而且存在至多有限多对整 
数使得小于任意给定的 fc. 由此推出，在这样不全为零的整数对中，存在 
—个整数对，比方说就是 (*o,yo), 它使得 Q 取到正的最小值 m. 显然，: ro 和如 

是互素的，所以，根据我们刚刚说过的， Q 与一个型 Q" 等价，其中 a" = m 以及 

-m < 2V ^ m. 这样一来（去掉擻号)，就可以假设这个型是 
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A 2 = me — ft 2 多 m 2 - ^m 2 = ^m 2 , (24.5.7) 

所以有 

这就证明了 (24.5.3). (24.5.7) 中的等号仅当 c = m 以及6 = 同时满足时才 

成立，此时有 Q 〜7»»(:^ +邛+ y 2 ). 对于这样一个型，其最小值显然是 

24.6 关于吃 T / I 的最好可能的不等式 

现在转向乘积1^1，来证明 

定理454存在不全为零的整數: r,y, 使得 

|€i/| < 5-i |A|. (24.6.1) 

且除非有 

^~5-i|A| (*» + - y 2 )， （24.6.2) 

否则结论中不等号成立. 

这个证明不如定理453的证明那样简洁明了，因为这里关注的是一个“不定 
型”.记 
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于是 c 彡 -m, 记 C = -c > m > 0. 再次有 

Q^l,^ =M-|26|-C<M-C<M-m<m, 

所以 M - |2&| -C^-m , 这就是 

\2b\>M+m-C. (24.6.7) 

如果 M + m-C<0, 就有 + 且 


A 2 = 4(62 + MC) ^ 4MC > 8m 2 > 5m 2 . 



= (M-m + C) 2 + 4Mm 彡 5m 2 . 


其中的等号仅当 M-m + C = m*M = m 时才会 发生. 所以有 M = C = m 以 
及|&| =爪.这等价于两个（等价的）二次型 m (ar 2 + zy - y 2 ) 和 m (rc 2 -xy-y^) 
中的一个.对这些型有|^(1,0)| = m = 5-iA, 而对所有其他的型则有 5m 2 < A 2 , 
从而可以选取 x 0 ,yo, 使得 

5m 2 《 5Af a < A 2 . 

这就是定理 454. 


24.7 关于非齐次型的一个定理 

接下来证明 Minkowski 关于非齐次型 

p = ax + 0y — p, ri-cr^^x + Sy-a (24.7.1) 

的一个重要的定理. 


定理455 如果$和》/是关于: r,y 的齐次钱性型，其行列式 △ 笋0,且 p 和 
<7是实教，那么存在整教 i，y, 使得 

1( 卜 P)(”-a)K 爿厶 I. (24.7.2) 

此时式中有不等号成立，除非有 



其中 ti 和 v 是整系數的型（且行列式为 1), 而/和 g 是整教 • 

应该注意到，这个定理与前面所有的定理之间的区别 在于： 我们并不排除取值 
x = y = 0. 如果不允许取这种值的可能性，就会产生错误.例如，如果€和7是定 
理454的特例，且/ > = tr = 0. 

用不同的形式来重新表述这个定理会很方便•在^平面中与整数 a：,y 对应 
的点构成一个行列式为 A 的格 A. 两个点 p，g 关于 A 是等价的，如果向量~与 










如果在 (24.7.9) 中有等号成立，则在 (24.7.8) 中必定等号成立，所 以有扪 = 
1 t ^| = 这仅在芡有边与坐标轴平行且当问题中所讨论的 S' 的点在顶角上时 
才有可能.此时，巧必定是四个点(±1,0),(0,±1)中的 一个. 例如，可以假设它是 
(1,0). 

格 A' 可以用0巧和 cyp{ 作为基础，其中巧在 》?' = 1上.适当选取 P: '，我 
们可以假设它就是 (C.1), 其中0彡 c < 1•如果V中与等价的点，比方说就是 
Q-c,-i). 就是与 O' 等价贼 一个点.如 
果 C = 0,那么这个点只可能在丨的一个角上,这必定如此.因此， G 是 (0,1), 
是在 7T' 中的基本格，而 Q' (它与(|,幻等价)的坐标为 
< =/+|， = 9+\^ 

其中/和 S 是整数.这样我们就被引导到例外的情形 (24.7.3), 显然，在此时等式 
的符号是必要的. 

24.8 定理455的算术证明 

我们还要对定理455的主要结论给出一个算术的 证明. 像在定理奶6中一样 
来对它加以变换,我们需要证明，给定/X和 h 可以用与 M 和 P 关于棋1同余的一 
个 a: 和-个2/来满足 （24.7.4). 

再次假设 △ = 1,如同在 24.7 节中一样，存在整数 ar 0 ,|/ 0 ( 可以假设它们是互素 
的)，使得 



选取： ci 和 yi x 0 y\ - xivq = 1. 变换 

® = + y^yox' + yu/ 

将《和 r； 变换成型 f W + ^V， V = W + JV, 且满足 
|aY| = \{ax o + 0 yo) (7*0 + ^»o)l < 

于是，恢复到原来的记号,不失一般性可以假设 

(24-8.1) 

由 (24.8.1) 推出，存在一个实数 A, 使得 

AV + A-V*! - 

且对某个 6,c，p 有 , 

2|(o® + jSy)(7® + «»)l 矣入 2 (ox + 0yf + >r 2 hx + 6y) 

=x 2 + 2bxy + cj/ 2 = (x + by) 2 +py 2 . 






使得仍然在 o 之中，而且它与原点之间的距离至少为^这样它 
就不可能满足 (24.9.7). 如我们所说的那样，这对矛盾表明，除了原点之外,在 C' 中 
再也没有 A' 的点了. 

现在很容易完成定理457的 证明. 由于除了原点之外，在 C 中再也没有 Y 的 
点了，由此根据定理447推出， C 1 ' 的体积不超过 

2"|Z7| = 2»(l-^)/m. 


于是有 


2"m {1 + (1- 巧中 " < 2"(1 -句. 


两边用 2" 来除，并令0 — 0,得到 
这就是定理的结论. 




24.10 Minkowski 定理（定理 446) 的逆定理 

定理446有一个部分的逆定理,我们要对 n = 2 来证明这个 结论. 这个结论并 








在 o 与 r 之间的线段 or 上没有 A(p) 的点•用 /( P ) 记 A(p) 的諷于 p 的可以看 
见的点的个数,并证明下面的引理. 


定理459 当 p — 0时有 

A(p) 的异于0点且其坐标满足 (24.10.2) 的点的个数是 
(2(JV/p] + l) 2 -l. 

从而对所有 P 都有 

f(p) = g(p) = 0 (p>N) (24.10.6) 

以及 

f{p) < 9(P) < (24.10.7) 

成立. 

显然，（叫， W) 是 A(p) 的一个可以看见的点,当且仅当 a：, y 互素. 更一般地，如 
果 m 是 i 和 y 的最大公约数，点 （pa：，py) 是 A(mp) 的一个可以看见的点，但是对 
任何整数 kjim, 它都不是 A(kp) 的一7以看见 的点. 这样就有 
9(P) = 53 

根据定理270得到 J 1 " 

f(p) = 53 ^rn)g{mp). 

该定理的收敛性条件显然是满足的，由于根据 （24.10.6) 可知，对 mp > AT 有 
f(mp) = g{mp) = 0. 再次利用定理287有 

所以 oo 

舰 _ ^ = E 豐 {mVg{mp)-V}. (24.10.8) 

现在设 e > 0.根据 (24.10.1), 存在一个数 Pi = Pi(e), 使得只要<仍，就有 
|mWmp) -V\<e. 







i T u , 它厲于 A u 和 P. 

) 的一个不可见的点，则有 m > 1，其中 m 是 X u 和 uX u + 
居 (24.10.4), 有 yT ，所以 p /f m. 从而有 m \ Y u . 如果记 
则数X纟和 uX^+pY' 互素.于是坐标为 



6A (p-i) 的一个可见的点.但是打位于 OT u 上,从而也 
如果: T u 是不可见的，可以用一个可见的点来代替它. 

I 

T 0 , T u ■ ■ ■, T p - U (24.10.9) 

「可见的点，它们都不相同（与以前一样)，且没有一个与0 
对称的,所以尸也包含 p 个点 

T 0 , T U -, T P . U (24.10.10) 

,). 所有这 p 个点都是 A (p-i) 的可见的点，所有的点都不 
现在 r u 和^不可能重合（因为那样的话每一个点都会 
一 W, 且 r u 和 T u 重合，就有 
















410 第 24 幸数的几何 _ 

基本定理等价于 AfV < 2". Davenport [Quarterly Journal of Math. (Oxford), 10 (1939), 
117-121] 对这个更一般的定理给出了一个简短的证明.也见 Bambah, Woods 以及 Zassenhaus 
(J. Australian Math. Soc. 5 (1965), 453-462) 以及 Henk [Rend. Cm:. Mat. Palermo (II) 
Vol 1, Suppl. 70 (2002) 377-384]. 




933), 179-182 以及 
里给出的证明本质上厲于 Rado( 简化为 
节.定理453 
己知 的：见 
节.定理454 


L82 以及 Rado, 同一杂志 • 9 (1934), 164-165 以及 10(1933), 115给出了 
明本质上厲于 Rado( 简化为2维的情形). 

53在 Gaus8,D.X., 第171章中.有关 n 个变量的型的对应的结果只对于 
Koksma.24 以及 Mordell, Journal London Math. Soc. 19 (1944), 3-6. 
14 是由 Korkine 和 Zolotareff, Math. Annalene (1873), 366-389 (369) 首 
泪厲于 Davenport 教授.另一个简单的证明见 Macbeath, Journal London 



































第 25 章椭圆曲线 

25.1 同余数问题 


同余教 (congruent number ) 是一个有理数 g , 它是一个所有边长均为有理数的 
直角三角形的面积.我们注意到，如果该三角形边长为 a 、 6和 c , 且 S 是一个有理 
数，那么 A 也是一个同余数，它所对应的直角三角形的边长为《»、沘和 SC . 所以 
我们只需要研究什么样的无平方因子数 n 是同余数就足够了 • 

如果取 c 作为斜边之长，那么我们就是要寻求无平方因子数 r »， 使得存在有理 
数 a 、6* C ，满足 

a 2 + ft 2 = c 2 以及 |ai = r *. (25.1.1) 

简单的代数计算 表明： 联立方程 (25.1.1) 的正的解与经由变换 


a=f, 6=^, 


得到的方程 


y 2 = r?x (25.1.2) 

的正的解一一 对应. 故而， n 是一个同余数，当且仅当 (25.1.2) 有正有理数解 re 和 j /. 

方程 （25.1.2) 是与第13韋讨论过的那些方程类似的 Diophantus 方程的一个 
例子.这种类型的方程称为椭明#战 (elliptic curve ), 尽管我们必须注意到这个名宇 
取得不那么妥貼,这是因为椭圆曲线和椭困相互之间几乎没有什么关系.更一般地 
来说,椭圆曲线是由形如 


£.V = ar 3 + Ar + jB (25.1.3) 

的方程所得出来的,其中一个进一步的要 求是： 判别式 ( discriminant ) 

厶 = 4 A 3 + 27 B 2 (25.1.4) 

须不为零.判别式所霱满足的这一条件确保该三次多项式有互不相同的（复的）根, 
且 E 在实平面上的轨迹是非奇异的.为方便起见,我们一般假设系数>1和 S 是整 
数•用 E(R ) 来记 (25.1.3) 的实数解，用五 ( Q ) 来记它的有理数解等等，都是很方 
便的. 









是一条椭圆曲线,然而 Wiles 还是对椭圆曲线作了大范围的应用. 


25.2 椭圆曲线的加法法则 

在研究方程 (25.1.3) 的解时,通过对应地替换 (x,y) = (u- a X,u~ 3 Y ), 每一个 
非零的数 u 都给出一个等价的方程 

Y 2 = X 3 + u 4 AX + u 6 B. (25.2.1) 

我们称 （25.1.3) 和 (25.2.1) 定义了同构的 ( isomorphic ) 椭圆曲线.如果4、 S 和 u 
都在给定的域 / k 内，我们就称这些曲线在 fc 上是同构的 （isomorphic over fc )， 在 


我们就称这些曲线在 * 」 
与 (25.2.1) 的坐标在 A : 中! 
j invariant ) 是量 




如果 E 和於是同构的，则有 j (£?) = j ( 於)，且在一个如同 C —样的代数的封闭 

域上，其逆也为真.而在如同 Q —样的其他域上，情形要略微复杂一些，这是因为 

u 的值受到了限制.根据4和 B 中是否有一个值为零，可以分成三种情形 • 

定理461 设五和 五'是由方程 

E:y 2 = x 3 + Ax + B 以及 E , :y a = s^ + A , x + B , 

所给出的椭 W 曲线，系教在某个城 A : 中.那么，£和於在 A : 上是同构的，当且仅当 
j(E)=j(E'), 且满足下列请条件中之一： 

( a ) >4 = A = 0且 B，B •基 k 中是一个6次 I ; 

( b ) B = 0且 A / A ' 在 fc 中是一个4次搴； 

( c ) ABA'B' # 0且 4Lk 中是一个平方教. 

首先假设 AB / 0,故有 j{E) _ 0以及 j ⑻# 1.如果 E 和 F 在 fc 上是同 
构的,那么关系式 A = txM 和 B ' = 立即菹含 j •(五0 = j •(均 ，故 MB' / 0,且 

A'B u*AB 

在 fc 中是一个平方数. 

反之，假设 j ( B ) = j ( F )， 且对某个 t * e fc ， 有 
AB , /A , B = u 2 . 

则关于 j 不变量的假设菹含着 

A 13 


A 3 _ 27 j(E) _ 27 j (£ > ) 

B^ = 4-4j(E) = 4-4j(E r ) ~ B^' 


:( 卽 


于是 E 和过在 k 上是同构的 • 


?/ = W = 

= 0 的情形可以进行类似 处理. 































(其中 X , yek ) 的解的描述可以用对于群 E ( k ) 的描述来 实现. 为说明起见，我们 
对四条曲线 


E 1 : y 2 = x 3 + 7, £2 : y 2 = x 3 - 43x + 166 
£； 3 ： y 2 = x 3 - 2, £4 ： i/ 2 = a 3 +17 

上具有有理坐标的点组成的群描述如下（不加证 明)： 曲线玢没有非平凡的有理 
点， 也即玢 (Q) = { O }. 曲线氏有有限多个有理点.更确切地说 ，氏 (Q) 是一个由 
7个元素 


£?a(Q) = {(3, ±8),(-5, ±16),(11, ±32),0} 



立，这是因为 y = 0 蕴含 ar 3 + Ar + B = 0, 而条件 △ _ 0就确保 x 3 + Ar + S = 0 
和它的导数没有公共的根 .） 








(这里与在第 12 章中一样,有 i = v/=T 以及 P = : i ，’. 这些自同态满足 
砷 (P) = -P 以及 ^(P) + ^(P) + P = 0. 

可以 证明： End (丑 5) 与 Gauss 整数环同构，而 End (设）则是 k(p) 中的整数环.这 
在下述意义上是典型的 亊实： 特征为0的域上一条 CM 椭圆曲线的自同态环永远 
是一个虚二次域的子环.特别地，自同态的复合运算是可交换的，即对所有 P€E 
都有倾 = 

25.3 定义椭圆曲线的其他方程 

一个齐次多项式方程 

F(X,Y,Z)= A ^ x ' Yizk = 0 (25.3.1) 

是非奇异的 (nonsingular), 如果联立方程 

F(X,Y t Z) = ^F(X,Y,Z)^ ^F(X,Y,Z) = ^F{X, Y,Z) = 0 


没有异于 a : = y = z = o 的（复） 解. 可以 证明： 任何有一个指定的非平凡解 
Po^(x 0 ：yo：zo) 的三阶非奇异方程 （25.3.1) 在下述意义下是一条椭圆曲线 ：它可 



其中点 ft 被映射成位于无穷远的点 O. 此外，如果 * 是一个包含所 有乂咻 且包含 
Po 的坐标 x 0 ,yo,z 0 的域，那么 fc 也包含新的系数句，…，甸•形如 (25.3.2) 的方程 
称为广义 Weierstrass 方程 (generalized Weierstrass equation). 








这两个映射的复合是恒 
点,它们对应于齐次型〕 
(25.3.4) 上的点 (1 : -1 


广义V 


:于齐次型方程 X 3 + r 3 = AZ 3 中置 Z = 0的 情形. 变换 （25.3.4) 使 
: 0) 与 （25.3.5) 上唯一的无穷远点相对应 • 

方程 (25.3.2) 的判別式 (discriminant) 由较为复杂的表达式① 


A= -aJoeH- afo 3 a 4 + a|a 2 a| - 12afa 2 06 + 

+8a?a 2 a 3 04 + a?al + 36a?a 3 a6 - Safa^ai 
-48a?aio6 + 8afa 2 oJ - 30a?a§a 4 + 72a?a 4 06 
+16aio^o 3 a 4 + 36a x a 2 a| + 144aia 2 a 3 a6 - 96aia 3 aJ 
-16oio§ - 640^06 + 16oio2 + 72a 3 oga 4 + 288a 2 a 4 a6 
-27a 卜 216a§a« - 432ag - 64aJ 

给出.花费较长的篇幅可以 验证： 曲线是非奇异的，当且仅当△会 0. 

保持 Weierstrass 方程 (25.3.2) 形式不变的最一般的变换是 
和 y = u 3 y' + u 2 ax' + t(v^0) 

变换 (25.3.8) 的效果是将判别式 △ 变换成 △' = «- 12 A. 

在研究椭圆曲线 (25.3.2) 上的整点或者有理点时,对方程加上一个与将分数化 
为最简分数相类似的最小性条件常常是有好处的•方程 (25.3.2) 称为是一个(整体） 
氧小 Weierstrass 方程 (minimal Weierstrass equation), 如果对所有的变换(25.3.8)(其 
中 f，《，t e Q, 且 ti e Q*) 判别式 |A| 在条件 o 1> --,a 6 eZ 之下是最小化的. 

如果 fc 的特征不等于2或者3,则代换 

x = x , - ~a\ - |a 2 , y = ^ - \aixf - ^a? - |aia 2 - ^a 3 


(25.3.7) 


(25.3.8) 


①敏锐的读者会注 意到： 这个新的判别式 (25.3.7) 是老的判别式 （26.1.4) 的16倍，这个多出来的倍 
数仅在研讨索数 P = 2的情形时才有重 R# 义.在此情形，新的判别式更加合适. 













点. 第三个点 R = (zn.wjt) 必定满足印=印，这是因为它在 L 上，这样就有 
z P+ Q = z-R = -ZR = -zp. 这就完成了定理467的证明. 

我们要来证明有限阶点有整数坐标，这将通过证明不存在素数整除这些坐标的 
分母来 实现. 为此目的，我们固定一个素数 P， 并令 










Vp (a) ^ Vp ( 0 ) ^ v p (a + 0 ) = nm{v p (a),Vp{fl)}. (25.4.10) 

定理 468 设丑是由整系數方程 （25.1.3) 和 (25.4.2) 给出的一条椭圆曲线， 
又设 P = (x,y) = ( aw ) 是 E 上一个有有理坐标的点.那么 

v p (*) < 0 t> p (y) < 0 («) > 0 v p (u>) > 0. 

如果这些等价条件中有任何一个为真，則有 

v p (*) = - 2 v p (z) , v p (y) = -3v p (z ) 以及 v p (w) = 3v p (2) • 

定理 468 的所有结论都是将基本賦值规则 (25.4.8), (25.4.9} 和 （25.4.10) 应用 
到定义£的方程 （25.1.3) 以及 (25.4.2) 的直接推论 • 

定理469 设丑是由整系数方程 (25.4.2) 定义的一条檷国 曲线. 设尸和 Q 
是丑 的点，其 (z,w) 坐标在尽中，又飯设这在点满足 

Zp s Z QsO( m odp*)( 对某个 *>1). (25.4.11) 

那么，它们的和的2坐标满足 

zp+q = zp + zq (modp 6 *) . (25.4.12) 

特别地， (25.4.11) 霾含 zp +Q = 0 (modp*). 

定理 468 和 (25.4.11) 告诉 我们： w p = wq =0 (modp 3 *). 我们首先排除定理 
467中的例外情形.假设 z P = zq , 从（25_ 4 . 2 )在 Q 点的值减去 (25.4.2) 在 P 点的 




















Eb •• y 2 = i 3 + b 


的秩都是0,也就是说 , £：b (Q) 是有限的. 

定理465给出从曲线 

C a :X 3 + Y s = A 

到曲线 E., 32A 2 的一个映射.除了至多几个例外，这个映射使得有理点集 Ca {Q) 
对等于有理点集& 43 3 f (Q). 

与定理472证明中类似的讨论表明： (Q) 中每个有理点都有 （a/c,b/ C ) 的形 
式,其中的分数取最简形式•于是 

a 3 + 63 = Ac 3. 

定理228对>1 = 1以及定理232对 >4 = 3告诉我们 

0x(0) = {(1,0), (0,1)} 以及 C 3 (Q) = 0, 

由此即推出 & 432 (Q) 和五3 888 (Q) 都是有限的 • 

验证如下结论不过是一个代数 练习： 下面的公式给出从丑 fl 到 ^-278 的-个 
有良好定义的映射（它 在办 (Q) 上至多是 3 比1的)* 

E B ：V l = x i + B-* E- VB :y 2 = x 3 -27B t 
(*, V)-((* 3 + 4B)/ x 2 ,»( x 3 - 8B)/x 3 ). 

取 S = 16 给出 E 16 (Q) — E_43 2 (Q), 所以 £ 16 (Q) 是有限的,类似地,取 B = -144 
表明，五 -U4(Q) 是有限的- 

^①此映射在复的点 E B (C) -» E-„ b {.C) 上恰好是3比1的.椭圆曲线之间由有理函数定义的映射 
称为 S 种 (isogeny). 



设定义 E 的方程 (25.1.3) 有整系数. 

为递降法之需要,我们将用高度函数来度童 E(Q) 中点的算术大小.一个有理 
数 t e Q 的高度 (height) 定 义为： 对 * = f e Q (其中 gcd(o,6) = 1), 

^ W = ^(f)=max { |aU6| }> 

而一个点 P = (xp,y P ) eE(Q) 的高度则定 义为： 当 卢 O 时有 
H(P)^H(x P ) 

以及 ^(0) = 1. 显然,高度小于任何给定界限的有理数仅有有限多个，对五 (Q) 中 
的点也有类似结论,这是因为每个有理的 a：- 坐标至多给出两个有理的3/-坐标. 
执行递降法的关键在于弄淸楚群法则对于点的高度的作用效果. 


常数 C! 以及 C 2 > 0,使得 

对所有 P, Q € 五 (Q) 有丑 (P + Q ) 矣 Cl ff (P) 2 开 (Q) 2 , (25.5.2) 

对所有 P€E(Q) 有 H (2P) > 02H (P) 4 . (25.5.3) 

髙度函数满足 H>1, 所以，如果 P = O 或者 Q = 0 ， 那么 （ 25.5.2) 和 (25.5.3) 
两者对 Cl =02 = 1 都 成立. 类似地，如果 P Q = <9,那么 (25.5.2) 对 Cl = 1成立. 
我们来考虑剩下的情形. 

利用定理472,我们记 

P= (xp,yp) = (i'|) 

假设 P # Q， 则加法公式 （25.2.3), (25. 2 .7) 和 (25.2.8) 给出 











= (xpxq + A) (x P + xq) + 2B- 2ypy Q 
(x P - x Q f 

(a P OQ + Ad? P <P Q ) (a P 兩 + ogd^) + - 2bpd P b Q dQ 

= ---- ri - a - . (25.5.4) 

[a P d^ - a Q d%J 

如果一个有理数的分子与分母之间有化简相消，则它的高度只会减小，所以 (25.5.4) 
以及三角不等式就给出 


H (*i» + QKc 3 max {|o P | 2 , |d P | 4 , |6 P d P |} x max {\ oq \ 2 , |知| 4 ， |6 Q do|} (25.5.5) 
(显然可以取 c 3 = 4 + 2|y4| + 2|5|). 接下来注意，由于尸和 Q 都是曲线上的点，故 
而它们的坐标满足 

^ = a% + Aapd% + Bd% 以及 + Aa Q d 3 Q + Bt^. 

从而有 

|6/>| < C4 max {|oj»| 3/2 , |d P | 3 } (25.5.6) 

以及 

|6 q | <C4 max {|ao| 3/2 , |d«3| 3 } 

(显然可取 C4 = 1 ++ I 邱•将 (25-5.6) 代入 (26.5.5) 即得 

H (x p+ q) < c 3 cjmax {|aH 2 , |dj»| 4 } max{|ag| 2 , |rf©| 4 } = CiH (P) 2 H (Q) 3 , 
这就完成了当尸 # Q 时 (25.5.2) 的 证明. 对于 P = Q 的情形,证明与此相似[要利 
用加倍公式 (25.2.9)], 读者应该有把擓自己完成它 • 

现在转而讨论下界 (25.5.3). 如果多项式 x 3 + Ax+ B 有有理根,那么我们首 
先断定正常数 c 2 满足 

C2< min{H«)- 4 《 S Q 且 + 來 + B = 0}. (25.5.7) 

此时，定理464告诉我们：如果 2i> = O, 则 (25.5.3) 为真,所以可以假设 (?. 
为简化记号，我们记 



是一个最简分数.定义多项式 

F(X, Z) = X*~ 2AX a Z a - 8BXZ 3 + A 3 Z 4 , 

G(X,Z) = 4X 3 Z + 4AXZ 3 + 4BZ 4 , 

并利用它们来将加倍公式 (25.2.9) 齐 次化. 从而 2P 的: r 坐标就由 

(25 . 5 . 8 ! 

给出. Euclid 算法或者结式理论告诉我们 i 何从 F 和 G 中消去I或者 Z 得到一 
个关系式,参见 (25.4.16). 显然，如果定义多项式 

fi{X,Z) = 12X 2 Z+ 16AZ 3 , (25.5.9) 

gi {X, Z)=3X 3 - 5AXZ 2 - 27BZ 3 , (25.5.10) 











h (2 尸） > 4/i( 尸）- C 2 ( 对所有 P£E (Q))， (25.5.23) 

其中 G 和 C 2 是只与 £ 有关的非负常数 • 

现在要来 证明： 存在一个由髙度有界的点组成的集合5 C S(Q), 使得 £；(Q) 
中每个点都是 S 中点的线性 组合. 这就蕴含了 E(Q) 是有限生成的（定理470)，这 
是因为高度有界的点集是有限的. 

定理475告诉 我们： 存在一个有限点集 Qu -,Qk€ E(Q), 使得 £(Q) 中每 
个点与某个必只相差 2E(Q) 中的一个点.令 

Ca = ^ raax{h (Qj) ： 1 < i < fc} + (25.5.24) 

其中 Q 和 C 2 分别是在 （25.5.22) 以及 (25.5.23) 中出现的常数，用 

S = {ReE{Q):h{R)< t 2C 3 + 1} (25.5.25) 

来定义有限点集5 CE{Q). 特别请注意， Qi, "，Qit 在 S 中. 

设托 e £7(Q) 是五 (Q) 中任意一个非零的点.我们用归纳的方法定义 ^(Q) 
中一列指数 jo、h、h，. " 和一列点…，它们满足 

pQ = 2Pi + Q h , Pi = 2f*, + <?,„ P 2 = 2ft + Q Ja1 --- (25.5.26) 

相连接的朽和 A 的选择不一定是唯一的，但是定理打5确保在每一步都至少有一 
种 选择. 我们首先应用 (25.5.23), 然后再利用 (25.5.22) 来证 明：只 的高度减小得很 
快. 从而 

h(Pi) (2P t ) + C 2 ) = i(h {Pi-i-Qj^ + Ci) 

<\(2h (Pi-i) + 2h (Q it ) + Ct+C 2 ) 

< (Pj-i) + C!s, (25.5.27) 

其中 C 3 由 (25.5.24) 定义,我们还用到了 h{-Q) = h{Q) 这一亊实，这是因为 h{Q) 
只与 zg 有关. 

我们来应用 （25.5.27) ，从氏 开始回溯到 Po, 得到 

^(i%) + (l + 5 + 5 + "' + 2^i) C3< ^( p o) + 2C 3 . 

这样一来，如果选取满足 2 n 多 A(P 0 ) 的 n, 则点在由 (25.5.25) 所定义的集合5 
之中.最后,在方程序列 (25.5.26) 中用倒退代换即可证明 
P 0 = 2"P„ + X；2 i - 1 Q ij , 

所以原点 凡是 S 中点的一个线性 组合. 这就证 明了： 有限集合 S 是群 S(Q) 的一 
个生成集. 
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假设 0>:， y ) 是 (25.7.1) 的一组整数解.注 意：; r 不可能是偶数,因为形如 8k + 7 
的数不可能是平方数•将 (25.7.1) 重新写成 

y 2 + l = x 3 + 8 = (x + 2)(a; 2 -2x + 4). (25.7.2) 

由于 o: 是奇数,我们有 

X 2 - 2x + 4 = (x - I) 2 + 3 s 3 (mod4) ， 

所以存在某个素数 p = 3 (mod4), 它整除 x 2 -2x + 4. 这样一来, (25.7.2) 就蕴含 
y 2 s -1 (modp) , 

这与定理82矛盾.从而 (25.7.1) 没有整数解. 

定理479 方程 

^ = ^-2 (25.7.3) 

仅有的整數解是 (x,y) = (3,±5). 

我们在二次域 fc {V^2) 的整数环中运作，根据定理 2 38,这个环是由形如 
a + by/^2 

(a,6€Z) 的数组成之集合.域 fc(V=2) 是一个 Euclid 域（定理 246), 所以它的元 
素可以唯一分解成素因子之积，且它仅有的单位是 ±1( 定理 240). 

现在假设 (x,y) & (25.7.3) 的一组有理整 数解. 首先 注意： a: 和 y 必定都是奇 
数，这是因为，如果2|*，则有 

p2 = -2(mod8), 

而这是不可能的. 

在 fc (x/=2) 的整数环中有分解式 

a: 3 = y 2 + 2 = (y + V-2) (y - V-2) , (25.7.4) 

和 1/ - 的任何公因子都必须整除它们的和 2!/ 以及它们的差 2^. 

然而 (25.7.4) 中没有哪个因子能被 v^2 整除，这是因为！/是奇数，因此它们没有 
公共的素因子.从而 (25.7.4) 蕴含： 每一个因子在的整数环中都是一个立 
方数，比方说有 

y + v/^ = $ 3 以及 y-V=2 = r, 3 . (25.7.5) 

从 (25.7.5) 的第一式中减去第二式得到 

2V=2 = e 3 - 沪= (C 一 >7) (P + 卽 + 沪) . (25.7.6) 

(25.7.5) 中两式互为复共轭，所以，如果记? = o + 6v/=2, 则V = a - 故 

(25.7.6) 就变成 

2 v /=2 = 26>/ = 2(3a 2 -2& 2 ). 

于是6 = 1且 a = ±1,这就得出 y = ±5以及 a: = 3. 

定理480 设>1是一个非零整教.那么，方程 
x 3 + J/ 3 = A 

的每个整數解都满足 x^+v 1 <2|^|. 
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定理480的初等证明依赖于以下 事实： 三次型 x 3 + y3 可以因子分解成 
x 3 + y 3 = (® + y) (x 2 - xy + y 2 ) = 

由于 x + 我们有 |a; + y| 彡1，所以 

\A\'^\3?-xy + v l \ >^(x 2 + y 2 ). 

对于形如 

x 3 + 2V 3 = A 

的方程，自然会试图再次用定理 480 的证明，对它要用因子分解 
(x+^2y)(^-^2 X y + W) = A. 

在此情形，域 A: (於）中的整数满足基本定理，但却有无穷多个单位存在，这使我们 
不能成功地给出一个初等的证明.一般来说,椭圆曲线上整点的存在性与 Diophan- 
tus 逼近的理论密切相关. 

















将椭圆曲线 modp 的所有信息都揉合形成一个生成函数是很方便的.五的 
i 级教 (i-series) 是无穷乘积 

i ( E ， s ) = 茲厂^7 (觀) 

定义 i- 级数的乘积 (25.8.2) 可以正式地展开成一个 Dirichlet 级数 

L ( E , 3 ) = ^ 2 ^, (25.8.3) 

这里用到几何级数 

关以及 wU 1 - 1 ， = 談 + 士)' 

定理 485* L 级數 i (五， a) 的系教 a„ 有下列 性质： 

Omn = Oman (对所有互素的 m 和 n ), (25.8.4) 

Op V = Op * +1 + (对所有素数幂 〆 ，其中 * > 1)， （25.8.5) 

\ an\K d ( n ) (对所有 n > 1) (25.8.6) 

(其中 d ( n ) 是 n 的目子个教，见16. 7 节) • 


(25.8.4) 和 (25.8.5) 的证明是形式演算.首先，将 （25.8.2) 与 (25.8.3) 进行比较， 
即看出 




(25.8.7) 


因此，如果将 n 分解成 n = p*>p^ … pf‘， 那么 
° n = 

特别地，如果 gcd (m,n) = 1,则 Otnn = OmOn . 

其次，对每个素数 P /△, 作因式分解 

\~ a p x + pX 2 = (1 - a p X )( l - 0 P X ) (Op, 各 € C). (25.8.8) 

而对 p| △，则令 a p = a p 以及办 = 0, 这样一来，在所有情形下， (25.8.2) 中的 p- 因 
子都等于 


7 厂 i^ = (S 赛 ).(s 衾 ) 

S fc °p^- 


a P* = S a p^> = 
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利用 (25.8.10) 以及关系式 a p P p = p[im (25.8.8)], 我们算得 


我们用定理477来验证 (25.8.6), 定理477告诉我们： |op| < 2^. 这就蕴含二 



与 RiemannC- 函数很 类似： 从一定意义上来说，它也有一个解析延拓,且满足一个 
函数方程.下一个定理代表了现代数论的一项最高成就，然而它的证明大大超出了 
本书的范畴. 


定理 487* L 级数 L(E,s) 可以解析延拓到整个复平面.此外，存在一个整 
教 N E , 称之为 E 的前导子 (conductor), 它整除判别式△，使得函数 
$(£，*) = N'J 2 (2n)- 2 r(5)i(£,5) 


















y 2 + A 2 xy + B 2 y = x 3 + C2X 2 . (25.9.4) 

注意: (25.9.4) 的判别式不为零葱含 S 2 〆 0. 此外，由于 2P = (-^,^2-52), 
我们看出 


3P = 0^2P=-P^ x 2 p = x P C2 = 0. 

于是,我们的假设 3P 笋 O 蕴含 C 2 卢0,故可取代换 

*-(B2/C 2 ) 2 * 以及 y^(B2/C 2 ) 3 y. 

它将 JS 变换成所希望的形式 (25.9.2), 其中 w = A 2 C 2 /B 2 - 1，而 t; = Cl/Bl 
(25.9.2) 的判别式的公式直接从一般的判别式公式 （25.3.7) 得出. 

为了看出和 V 是唯一决定的，我们观察什么样的变量代换 (25.3.8) 能保持方 
程 (25.9.2) 的形式’同时又使点 （0,0) 保持不变.假设 (0,0) 不变就意味着在 (25.3.8) 
中有 r = < = 0,接下来,代换 a: — ti 2 ® 和 y ti 3 y + u 2 抑,就将 (25.9.2) 变换成 
y 2 + u- x (ii; + l + 25)xy + u~ a vy 
=* 3 +« -2 (« + a a + («; + l)a)x 2 + u~ A vax. (25.9.5) 

将 （25.9.2) 与 （25.9.5) 中 a: 这一项作比较即表明 s = 0( 注意： v 一 0,这是因为 
厶/ 0)，然后，再比较 v 和 x 2 这两项即得 u 3 =沪=1，所以 U = 1. 因此,只有恒 
等变换才能既保持方程 (25.9.2) 不变，又能保持点 (0,0) 不变，从而和 W 是由 E 
和 P 唯一决定的. 口 

现在 证明： 求解模问题 （25.9.1) 等价于描述某个多项式方程的解.换言之，由 
椭圆曲 线五和 W 阶点 P 作成的序偁 (E.P) 之集合可以很自然地用一个多项式方 
程 W(W,V0 = 0 的解参数化 • 

定理490 对《;和 v 使得利别式 （25.9.3) 不为零的任柯给定的值，设丑是 
椭圆曲线 

E WtV : y 2 + (w+i)xy + vy = x^ + vx 2 , (25.9.6) 


又令 Pw,v = (0,0) € E w%v . 又设 iV > 4 是一个 整教. 







(其中 9 N ^ N ,n N ze [w,v]). 多项式蚣 (w,v) 在 (w,v) = (w,v) 处取值为零， 
当且仅当 Pw,ve E W y &一个 N 阶点，故剩下要证明 NPwy^O. 

首先考虑倍数 2 _ _ V 2 W 2 + V i W _ V 3^ 

~=(― . -研- )■ 

根据 4JV.V 的这个公式,我们可以看出，对于整数《；和 T； 的大多数取值来说，点 
4/V.V 的坐标都是非整数值的 分数. 例如，如果 M > 1且 gcd(2,«) = 1就属于 

这一情形.由定理466推出，对和 v 的这样的整数值，点 4PW.V 不是有限阶点， 

从而对所有 n > 1有 nPwy^O. 这就 蕴含： 当我们把灰和 K 作为不定元处理 


Pw,v € Ew,v 就有有限阶 • 

(b) 这是定理489的一个特例,在其中，我们是从一个阶为 W > 4的点开始的 • 
在此，对 iV 的一些较小的值给出多项式 9 N ( w , vy . 

^(W^^W-V, 

9 6 (W,V) = W 2 -W + V, 

\Ir 7 (W,V) = W 3 -VW + V i , 

^ S (W,V) = VW 3 + W 3 - 3VW 2 + 2V 2 W, 

iP 9 (W,V) = W S -W 4 + VW 3 + W 3 - 3VW^ + - V 3 . 



















































楠圆曲线上的加倍公式以及 
tus, 但是，看起来 Newton(A/o« 
110-115) 是第一个： 

Schappacher, Sim. Th£or. Nomb. 


b. Paris 1£ 
律的证明 ( 


l 3 +Ax+B±6 

r 法表述）的特殊例子可以追溯到 Diophan- 
V, 1674-1684, Camb. Univ. Press, 1971, 
有关复合法则的一个很好的历史箱述由 
), Progr. Math. 91 (1990), 159-184 给出. 


定理463是由 Poincare, Jour. Math. Puna Appl. 7(1901) 首先发现的 • 

具有复乘法的椭圆曲线有许多一般的椭圆曲线所不具有的特殊的 性质. 特别地,如果这样 





































































证 明了： 每个充分大的偶数是一个素数和一个巧之和[最简单的证明见 Ro SS ， 
London Math. Soc. (2) 10 (1975)，500-506 j 且存在无穷多个素数 p ， 使得 p + 2是一 
个 ft . 在 n 2 与 (n + 1) 2 之间存在一个巧[陈景润，中国科学 1 S (1 97 5), 6 11-6 2 力，且 
在 n - 与 n 之间有一个素数存在,其中0 = 0.525[ Baker , Hannan 和 Pintz , Proc. 
London Ma 执. Soc . ⑶ 83 (2001), 532-562). 这一段里提到的所有的结果都是用现 
代筛法得 到的； 关于筛法的一个初等的说明见 Halberstam 和 Roth 所著书的第4 
章，有关筛法的更完整的处理见 Halberstam 和 Richert 的书. 















特殊符号以及术语索引 


这里给出的参考材料均注明了它们的定义所在的章节号，其中包含了经常按照 
标准意义出现的符号，但不包括像 5.6 节中的符号 S(m,n ) 这样的只在特殊的章节 
中才使用的符号. 

表中所列的符号有时也暂时用作其他目的，比如像 3.11 节以及其他地方所用 
的符号 7. 


一般性的解析符号 



【，…， a „ j (连分 
„(渐近分数） 



整除性、同余式等的符号 
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N a (范数） 

n/(p)«n/(p)« 

aRp, aNp ，（ g) 


12.6 节， 12.9 节， 14.4 节 
5.1 节 

6.5 节 


特殊的数和函数 


7T ⑻ 

Pn 

F „ (Fermat 数） 
■ W n (Mereenne 数） 


ff „( Pare y 数列） 
7(Euler 常数） 


沴 ( m ) 

C,(n) 

M(n) 


r(n),di(n),rf 3 (n) 


17.7 节 
19.2 节 

20.1 节 
21.7 节 
21.9 节 

22.1 节 

22.1 节 
22.10 节 


术 语 

我们对少童的词汇和术语增加一些参考的资料，对于这些资料，读者寻找起来 
可能会有困难，因为它们不在章节的标题中出现. 

n 的标准分解式 1.2 节 

同阶的量 1.6 节 
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渐近等价于，渐近与 
几乎所有（整数） 

几乎所有（实数） 
无平方因子 
最大公约数 
幺模变换 
最小公倍数 
互素 
积性函数 
本原单位根 
a 属于 d (mod m ) 
m 的原根 
最小剩余 （mod m ) 
Euclid 数 
Euclid 作图① 

代数数域 
单域 
Euclid 域 


无平方因子 
数的线性独立性 


1.6 节 

I. 6 节 
9.10 节 

2.6 节， 17.8 节 

2.9 节 

3.6 节 

5_1 节 

5.1 节 

5.5 节 

5.6 节 

6.8 节 

6.8 节 

6.11 节 

II. 5 节 
11.5 节 
14.1 节 
14.7 节 
14.7 节 

23.4 节 


①即尺规作田.——译者注 




常见人名对照表 



Bernoulli 伯努利 Hausdorff 豪斯多夫 

Bernstein 伯恩斯坦 Heath 希思 







van der Warden 
Waring 华林 
Weber 韦伯 

















而有无穷多个偶完全数.但是到目前为止，这个猜想还无法得到证明或者否定.目 
前已知有44个 Mersenne 索数[从第35个开始是用 G. Woltman 所组织并提倡 
的- 种互联网软件搜索方法利用全世界数学爱好者和志愿者的计算机的帮助发现 
的，这个计划简称为 GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search). 其中的第一 


个 Mersenne 素数是 M 2 = 2 2 - 1 = 3,目前最后面的 9 个（也就是第邪个到第 47 










































(3) 有关等幕和的 Euler 猜想的历史及最新进展 

13.7 节中所讨论的不定方程 

* 3 +I^ + ^ = t 3 

是更为一般的 Euler 猜想的一个特例，而 Euler 猜想则是 Fermat 大定理的一个推 

有关等幕和的 Euler 猜想： 对于任何正整数 n>3, 不定方程 
y n = x j + •• • + xjj 

当 fe < n 时没有正整数解. 

[1] Euler 猜想的第一个反例是由 L. J. Lander 和 T. R. Parkin 在1967年给出 
的： 

27* + 84* + 110 5 + 133 s = 144 5 , 


参见 L. J. Lander 和 T. R. Parkin, A Counterexample to Euler’s Sum of Powers 
Conjecture, Math . Comjmt . 21 (1967) 101-103. 

1988 年美国的 Science JV e u; 辟全国性报刊报道了 N. Elkies, Math . Comput . 51 
(1988), 825-835 的重要 发现： 对于等幂和的 Euler 猜想 n = 4的情形存在无穷多个 
反例，这些反例来自 Dem'jamenko 对于方程 x *- y * = z * + t 2 给出的参数解中由 
u = -5/8 所给出的（一条）椭圆曲线,这组解中的第一个觯是 

2 682 440 4 + 15 365 639 4 + 18 796 760 4 = 20 615 673 4 . 


而与= -9/20 所对应的最小解 

95 80^ + 217 519 4 + 414 560 4 = 422 481 4 
则是后来由 It FVye 得到的. 

然而,迄今为止还没有人对》> 6找到 Euler 猜想的反例 • 

【 2 ] 199S 年, R. L. Ekl 对等幂和的 Euler 猜想给出了如下的进一步推广 
推广的 Euler 猜想：当 m + « < fc 时,如下的 （*, m, «) 不定方程 
o} + oS+-+oS,=s6j + 65+-+6S 
没有解，其中诸个不必互不相同，诸个~也不必互不相同 • 

记 


△* = min (m + n - k ), 

其中的最小值取遍上述方程的所有 fiS. 则该猜想说的是> 0. 到目前为止，对 
此猜想还不知道有任何反例存在 • 

[3] 对于相等个数的等幂和有如下的 问题： 对任意的正整数 m > 2 , 8 ^ 2 , UU 


有解吗？ 
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[1] ff(2) = 4即为著名的 Lagrange 四平方定理 • g(3) = 9的证明属于 A. 
Wieferich 和 A. Kempner. Waring 问题沒⑷ =19 已于1986年获得解决，参见 
R. Balasubramanian, J.-M. Deshouillers & F. Dress, Probleme de Waxing pour les 
bicarrfe, I, II, C. R. Acad. Sd. Paris Sir. 1. Math. 303 (1986) 85-88 and 161-163. 
gib) = 37 则是由陈景润于 1964 年证明的 . 3(6) = 73由 S. S. Pillai 于1940年给出 
证明. 

[2] 对于一般情形， Euler 于1772年证明了如下的下界 结果： 

揪)> 2*+[(§)*]-2. 

人们把如下的猜想称为 Euler 猜想 • 

Euler 猜想： g{k) = 2 fc + {(|) j - 2 - 

1936 年至 1944 年间， L. E. Dickson, S. S. PUlai, R. K. Rubugunday 以及 I. 
Niven 等人的独立工作产生了如下的结果： 

定理设 fc > 6,定义诸教 x fc ， 1%, &以及氓 如下： 

y * = [(!) fc ] +1= G) 


那么 k 

(i) 当红 > (I) 时有 Euler 猜想 成立； 

(ii) 当 X fc y fc = 2* + 1 时，有 





























